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Colloquium Verzamelingenleer met toepassingen.

Eerste bijeenkomst: 2 oktober 1963,
Spreker : P.C. Baayen.

I Verzamelingenalgebra,

§1. Inleiding en grondbegrippen.

Er is meer dan &&n manier om iemand vlakke meetkunde te leren.

Een klassieke methode is de streng deductieve, die begint met
een aantal axioma's en hieruit door middel van logisch redeneren stel-
lingen destilleert, In een andere opzet echter - we zouden deze in=-
ductief kunnen noemen - begint men ermee de leerling vertrouwd te ma-
ken met lijnstukken en cirkels, door hem constructies te laten uit-
voeren, misschien ook door hem te laten vouwen en knippen. Men laat
hem hoeken middendoor delen, loodlijnen oprichten, driehoeken ergens
anders congruent reproduceren, en men vertelt hem later pas dat al
die getekende punten, lijnstukken en cirkels slechts benaderingen,
modellen zijn van de objecten waar de vlakke meetkunde zich mee bezig
houdt.

Deze laatste methode willen we volgen in dit colloquium. We wer-

ken met verzamelingen, maar we zullen pas later exact aangeven wat

een verzameling "is", Zulks is namelijk alleen exact vast te leggen
door het geven van een aantal axioma'’s waaraan verzamelingen vole
doen; evenals "punt” en "rechte 1ijn" abstracties zijn, vastgelegd
door de axioma's van de vlakke meetkunde. En inmiddels volstaan we
er mee een aantal dingen san te wijzen, zeggend: dat is een verzsme-
ling. .

Een belangrijke verzameling is de verzameling N van alle natuur-
lijke getallen. D.w.z. een object x behoort tot N - we zeggen liever:
x is een element van N, en schrijven: xeN - dan en slechts dan als
x €én van de getallen 1,2,3,4,... is.

Een andere verzameling is de verzameling E van alle echtparen,
ingeschreven bij de Burgelijke Stand van de gemeente Amsterdam op
2 cktober 1963 te 19.45 uur,

Een derde verzameling is de verzameling - we zullen hem voor
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het ogenblik X noemen - van alle op het ogenblik in Nederland leven-

de mensen van 500 jaar en ouder.

Deze laatste verzameling schijnt problematisch. Immers, xe¢ X dan
en slechts dan als x een levend mens is, tenminste 500 jaar en ouder
op het ogenblik wonend in Nederland. Laat ons buiten beschouwing la-
ten of het mogelijk is dat een mens 500 jaar leeft, in ieder geval
is op het ogenblik niemand van deze leeftijd in Nederland woonachtig.
M.a.w, de verzameling X is leeg, bevat geen elementen. Toch zullen we
X als een verzameling beschouwen.

Hetzelfde geldt voor de verzameling Y van alle reé€le getallen x
die voldoen aan 1<x<0,

We beschouwen X en Y als dezelfde verzameling, de lege verzameling

genaamd en aangeduid met @. Zulks op grond van het gelijkheidsbegrip

voor verzamelingen:

Twee verzamelingen A en B worden als gelijk beschouwd
dan en slechts dan indien ze uit dezelfde elementen be-
staan: i.e. als

X6 A E&==d> X¢B,

(OEmerkingz Men kan dit beschouwen als een definitie van =, Men kan
het ook opvatten als een axioma dat de niet nader te analyseren be-

grippen "verzameling" en "gelijkheid" verbindt).

Het zou vermoeiend zijn voor iedere nieuwe verzameling een ande-
re letter te verzinnen. Daarom maaskt men vaak gebruik van een andere
notatie. '

(1) Als we te doen hebben met een eindige verzameling die niet
al te veel elementen bevat, dan wordt zo'n verzameling dikwijls aan-

gegeven door zijn elementen op te schrijven, tussen twee accolades,

Voorbeelden, De verzameling van alle priemgetallen kleiner dan 10 kan

worden weergegeven door

: [ 2,3,5.7 |+
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De verzameling van alle letters, nodig om het woord VERZAMELIN-

GENLEER te vormen, kan aangeduid worden met
{ AE,I,G,L,M,N,R,V,Z };

dit is tevens de verzameling van alle letters nodig om de twee woor-
den LANGZAME VERVELING te vormens,

(2) Oneindige verzamelingen, en eindige verzamelingen met veel
elementen, geven we vaak asan m.b.v. een eigenschap die de elementen

karakteriseert.

Voorbeelden. De verzameling van alle even natuurlijke getallen wordt

weergegeven door
{ x | x=2n voor eennel }

of korter door
{ 2n l n6N }0

De bovengenoemde verzameling {2,3,5,7} wordt ook aangeduid door
[ n]|neN en n<10 en n priem }.

Definitie 1. Een verzameling A heet een deelverzameling van een ver-

zameling B = notatie: A< B - indien ieder element van A ook tot B be-
hoort: ‘

x%Agx@Be

I.h.b, geldt blijkbaar altijd Bec B; d.w.z., iedere verzameling
is een deelverzameling van zichzelf. We zullen A een echte deelver-
zameling van B noemen als enerzijds AcB en anderzijds A # B.
Notatie: A< B

AcBé=>AeB &n A # B,

In plaats van A=B schrijven we ook B3 A (en zeggen dan: B bevat

&

A)e
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Opmerking. We beschouwen de lege verzameling @ als deelverzameling

van iedere verzameling A: ffc A, Immers aan de voorwaarde

Xe@=bxel

is trivialerwijze voldaan, daar nooit x e @.

Definitie 2, De doorsnede AnB van twee verzamelingen A en B is de

verzameling die bestaat uit alle elementen die A en B gemeenschap-

pelijk hebben:
x¢ AnBé&=d xeh én x € B,

De vereniging A uB van twee verzamelingen A en B is de verzameling

die bestaat uit alle elementen die hetzij tot A, hetzij tot B beho
ren: '
xeAuB&Ed xeh of xeB (of beide)

Het verschil A\B van twee ferzamélingen A en B is de verzameling die

bestaat uit alle elementen van A, die niet tot B behoren:
xeA\Bé&=$ xeA en x £ B.

Het symmetrisch verschil A AB van twee verzamelingen A en B is de

verzameling die bestaat uit alle elementen die tot &&n en slechts &&n

der verzamelingen A en B behoren:

x€eAABé=D> xeA Of x€B, maar niet x&AnB,
MoBoWes AAB = (AuB)\(AnB).

(Opmerking: x¢B is de ontkenning van.x & B).

Voorbeelden.

Zij P de verzameling van alle priemgetallen. Dan geldt:
Pn{2n|neN} = {2} o

(M.a.weo: 2 is het enige natuurlijke getal dat zowel priem als even

is, het enige even priemgetal). Verder geldt:

Pu{2n|nen}en.



Voorts:
Pn{n?|nen} = ¢;

2n| neN}n{n?|nen} ¢ {4n|nen} ;

on |neN} v {2n-1| neN} = N;

{
{ pu

{on |nen} v {2nt1| nex} =N\ {1} .

{on |nen} a {3n] neN} = {n] ne¥ en 2/n en 3/n

en 64n}.
Tenslotte geldt:
{o,4} < {0,2,3,k,7},

maar niet
{o,4}em,

dear O € N

Diagrammsetisch :
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§2. Rekenregels. Karakteristieke functies.

Stelling 1. Als A,B,C verzamelingen zijn, dan geldt:
a) AchA (reflexiviteit);
b) AcB en BeC=>AcC (transitiviteit);
¢) AcB en BcA = A=B (antisymmetrie).

Bewijs van b): xe A=>xeB, daar AcB; xe B=>x¢eC, daar BeC,

Dus x¢ A=»x e C voor willekeurige x, dwz, AcC,

Stelling 2. Als A,B,C verzamelingen zijn, dan geldt:

a) AnA =AuvA=2A (idempotentie);

b) AnB =BnaA 3 AuB =Bul (commutativiteit);
c) An(BnC) = (AnB)nC; Au(BuC)=(AuB)uC (associativiteit);
d) An(AuB) = A; Au(AnB) = A (absorptieregels);

(AnB)u(AnC); Avu(BnC)=(AuB)a(AuC)

(distributiviteit).

e) An(Bu()

Als voorbeeld bewijzen we de eérste distributieve eigenschap:

4

xeAn(BuC)é=pxeh &n x€BuC =
&rxeh én (x¢B of xeCle
&>(xeh €n xeB) of (xeA &n xeCle>
¢ xeANB of x6AnCe
e xe(AnB)u(AnC),

Fen belangrijk hulpmiddel voor het bewijs van dergelijke rekenregelsv

wordt verschaft door het begrip karakteristieke functie.

Definitie 3. De karakteristieke functie X, van een verzameling A is

de functie die voor iedere x¢ A de waarde 1 aanneemt, en die identiek

0 is buiten A:

lesx e A,
Oe=x ¢4,

4

X, (x)
X, (x)

Opmerking 1. Als we spreken over een functie behoren we af te spre-

ken wat het definitiepebied van die functie is, voor welke x hij
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gedefinieerd is., We .emen d:arom vanaf dit ogenblik zan dat alle ver=-
zamelingen die we beschouwen bevat :ij:s in &&n grote verzameli-g I.
Wel staan we toe dat die verzameling I vah'geval tot geval verschil~
lend gekozen wordt; bv. zal de ene maal I de verzameling van alle
re&le getallen zijr, een :sndere keer is I misschien de verzameling
van alle punten in een plat vlak,een derde keer bestaat I mogelijk uit
alle Nederlandse staatsburgers op een zeker tijdstip.

Deze universele verza'.eling I nu zal fungeren als definitie gebied
voor alle in de betreffende beschouwing voorkomende karakteristieke

functies: xA(x) is gedefinieerd voor iedere x € I (en iedere AC I),

Opmerking 2. Indien we werken binnen zo'n universele verzameling I,

schrijven we meestal A' i.p.v.e I ~A; A’ heet dan het complement van A

(in I, of: met b=trekking tot I.) Dan geldt:

A= x| x(x) =1}

A= {x | x,(x) =0}

{x | x,(x) # 0} 5
o | %G # 1)

i

Dom.ve karakteristieke functies is een eenvoudig verband te
l-ggen t:ssen de rrkorrez~is voor f,V¥,\ , 4, en gewone arithmetische

operaties:

Stelling 3. Voor willekeurige A € Bl en B ¢ I geldt:
a) AcB& XA(x) < XB(X) voor alle x € I;
b) A= B@XA(X) = XB(X) voor alle x € I.
Voorts is, voor willekeurige x € I:
c) XQ( =03 XI(x\ = 13
4) Xy px) T xy(x) % xg(x)
e) Xy plx) =max { x,(x), xg(x)}s
£ xpe(x) = 1=y, (x);
8) %y p p(x) = par ( x,(x) + x5(x)).

Opmerking. Met prar(y) (pariteit van y) wordt bedoeld de functie, gede-
finieerd voor gehele y, die de waarde O heeft als y even is, en de

waardd 1 als y oneven is.
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Het is vaak prettiger g) te schrijven in de vorm van een

congruentie modulo 2:-

g') XAAB(X)E XA‘x) + xB(k) (mod 2).

Het bewijs van deze stelling volgt gemakkelijk uit de defini-
ties. Als voorbeeld zullen we g) aantonen.

Daartoe onderscheiden we vier gevallen:
1) x¢ A, x ¢ B. Dan zeker x ¢ AAB. In dit geval is dus

‘X‘A(x) = X.B(x) =kX AAB(X) = 03 dus g) geldt zeker voor deze X.

2) xeA, x ¢ B. Dan zal xe& AAB. Dus .XAAB(X). = xA(x) = 1, terwijl
X.B(x) = 0. Weer blijkt g) voor deze x te gelden.

.3')’ x ¢ B, xeA: geheel analoog aan geval 2). _

h)  xeA, xeB, Nu zal xe A n B, dus x¢ AAB = (AuB)\(AnB).
Dus XAAB(X? =0, xA(x)= xB(x) = 1, Weer blijkt g) te gelden.

Conclusie: g) geldt voor iedere mogelijke keuze van X.

Bij toepassing van g') komt men dikwijls tot een resultaat van de

vorm
Xx(x) z XY(x) (mod 2),

voor alle x. We merken op dat dit impliceert dat X = Y, Want daar
kareskteristieke functies slechts de waarden O en 1 aannemen, volgt
eerst,

XX(x) = XY(x), voor alle x.

Volgené stelling 3b) mogen we nu concluderen: X = Y,

We geven de uitspraken in stelling 2 meestal korter weer, door
te schrigven: xAnB = XA o XB H XAuB = max( XA’ xB); ete.
Als toecpassing geven we een nieuw bewiis van de eerste distri-

butieve met (stelling 2%)):



X =
An(BuC) A BuC A

n
=]
®
"
<
@
>
>
>
n

dus Aa(BuC) = (AaB)u(AnC).

Op gelijksoortige wijze bewijst men:

Stelling 4. a)
b)

c)
a)
e)
f)
g)

De regels d) en e)

I'=¢g ;@' =1

AvA' =1 ;3 AnA' = ¢
(A")" = A

(AuB)' = A'AB';
(AnB)' = A'uB';
(AAB)' = A'AB';

AcBe&eB'ec AY,
staan bekend als de wetten van de Morgan.

Stelling 5. A\B = AN(AnB) = AnB",

Gevolg. X

Stelling 6. a)

c)
a)

Bewijs van 6):

A\B

= Xpe (1- xB).

AAB = BAA;
A A(BAC)
An(BAC)
A AA = @,

(AAB)A Cg
(AnB)A(ARC)

Xa(eac)® Xat(xg * xg)= (Xt 0g) + X=X gy, (mod 2);

dus AA(BAC) = (AAB)AC (cf. de opmerkingen na het bewijs van stelling

38).,

Bewijs van c)3
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:(AA(BAC) = Xy oo Xgpo F Xpe (Xgt X)) (mod 2)

o Xt X, . = + = .
Xpe Xg* Xpo Xo = XpaB * Xpnc® X(anB)a(anc)(B08 2)
¢
Voor hen die vertrouwd zijn met het algebraische begrip ring
merken we op dat alle deelverzamelingen van een vaste verzameling I
een ring vormen als we optelling en vermenigvuldiging definieren door

A+ B := AAB ; A.B : = AnB.

Dan fungeert @ als nulelement en I als eenheidselement. Dit volgt

uit stelling 2 en stelling 6, en uit de gelijkheden

AAg = §AA = A;
Ang =gnA = @;
Anl =InA = A,

Het is een zeer bijzonder soort ring; voor iedere A uit de
ring geldt nl.:
A+A=03 AA=A,

¥Wij komen hier later op terug.
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§3. Opgaven.

1, Geef een diagrammatische voorstelling van de beweringen van
de stellingen 1,2,4,6 (voor zover mogelijk) m.b.v. deelverzame-
lingen van het platte vlak.

Bijvoorbeeld:

St. 1b): AcBen BeC=3AcC.

2/

St. 2%): zowel An(BaC) als St. (6°): Zowel AA(DAC) uls
(AnB)AC valt samen met het (AAB)AC valt samen met het
geharceerde gedeelte, géharceerde gedeelte.

2. Geef volledige bewijzen van de stellingen 1 t/m 6.

3. Geef van stelling hf) zowel een bewijs m.b.v. karakteristieke
functies als een "elementsgewijs" bewijs (d.w.z. een bewijs als op
pag. 6 s xe(AAB)%>.s000)s Tracht hetzelfde te. doen met stelling
b : :

67).

L, Bewijs: Ac<B==»AuCcBuC.

&
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Is het omgekeerde waar, d.w.z. geldt ook: AuCcBuC => Ac B?

Illustreer een en ander met diagrammen.

AuB,
A\B

5. Bewijs: AnB = fe> AAB
BeA  <¢3AAB

Opmerking Twee verzamelingen A en B heten disjunct indien AaB = ¢,

6, Zij I de verzameling van alle Nederlandse staatsburgers inge=
schreven bij de Burgelijke Stand per 2-10-1963.

Zij A de deelverzameling van alle gehuvde, B die van alle manne-
lijke, C die van alle vrouwelijke, p die van alle minderjarige bur-
gers, en E die van alle ouders.

Beschrijf de verzamelingen AnB, AAB, AnCnD, AACAD, BAE,
BnE, CnE, BACnE, A'A D', A\B, B\A, (AuB)a(CuD).

Welke van onderstaande formules zijn juist, en welke niet:

AvCuD = I3
AvBuC = 1I;
AnCnD = ¢
BaCnE = @;
BhnEcAvuD;

Au(CAE)i = (AAC)(ALE);
Ab(BuC) = (AAB)(A AC).
|

T. Zij I de verzameling N dkr natuurlijke getallen. Zij
;

{tn|nen} ;
{2n-1| nen} .

{2n|%16N} ;

B
{nz IpeN} : D

[}
]

Beschrijf de verzamelingen A', AnD, A\B, B\A, AAB, BAC, AABAC,
B'aC, B'A A, AAB AD.

Welke van de volgende formules zijn juist, en welke niet:
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AnC < B;

AAB « BuD;
BnD « B\ A;
AABAD = B';
BAC AD € BuD;
(AuB)AuC) e CaD;
Au(Ba C) = (AuB)a(AuC),
Aa(BnacC) = (AAB)n(aAC).

8. Bewijs dat de relatie < en de operaties u en & als volgtaerleid

kunnen worden tot n en ':
8) AeB&> ANB = AemJAnB' = ¢
b) AuB (A*aA B')?;
c) AbLB (A'n B")'A (AnB)".

9. Bewijs dat «,n en A herleid kunnen worden tot v en ' d.m.v.

a) AcBe= AuB = B&»A'UB = I;

b) AnB = (A'uB'")';

e) AAB= (A'uB)w(AluB"),
10. Bewijs dat < ,u en ' als volgt uitgedrukt kunnen worden in n
en A :

a) AcBe AnB = A
b) AuB = (AAB)A(AnB);
c) A' = IAA,

1. A,B,C,D zijn willekeurige deelverzamelingen van I. Vereenvou-

dig de volgende uitdrukkingen:

(AuB)n(AuUB');

(ANB)n(B\A);
(AaB)u(AnC)u(AnD);
(ANB)A(BNA);

(A'n B)u(B*n Clu(C'n A)u(AnBnC);
(AucC)a(BuD)n(C\B)n (D\C).



. TP
(Voorbeeld: (AuB)A(AUB')= An(BuB') (5t.2%)) = AnI (St.4P))= 4.)
12. Bewijs dat voor willekeurige verzamelingen A,B en C:

(AnB)u(BnClu(CnA) = (AuB)n(BucC)a(CuAa).
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§4, Oneindige vereniging en doorsnede.

De associatieve wetten stellen ons in staat om An BnC te schrij-
ven voor de gemeenschappelijke waarde ven (AnB)nC en An(BnC).
Evenzo schrijven we AvBuC voor (AuB)uC of Av(BuC), en AABAC
voor (AAB) AC en voor AA(BAC).

Elk van deze operaties kan herhaald worden; zo kunnen we bijvoor-
beeld vormen:

A1 n Azn A3nc ® eﬂA-ko

Men bewijst gemakkelijk (door inductie):

X o = X e X e ese o X 9

zodat

xXeA n A nocaﬂAk@st

1" Ay €n xe A, 8n...én xeAk.

1 2
Evenzo geldt:

XA1uA2u...u[H{=max{ XA1’ XA2’0009 XAk} 5

en dus

xeA1u A2u.o.uAk<:=)xeA1 of xel—\2 of...0f xeAk,

Tenslotte zal

X Eox, * X, teee X (mod 2),
A1A A2A...AAk A1 A2 Ak

zodat

XxeA, b A2A...AAk¢¢ het eantal indices i, 1gigk,

met xeAi, is oneven.

Een analdgie met bijv. de optelling van re€le getallen dringt
zich aan ons op: daar kunnenf we ook, op grond van de associatieve
eigenschap van de optelling, uitdrukkingen als a1+8,2+...+ak zonder
gevear voor misverstand opschrijven. Met zo'n formele analogie moeten
we echter oppassen. In de analyse schrijven we bijvoorbeeld zonder ge-

moedsbezwaar

11 1 _
Frrtgtetgitee. =1

.m'_‘"

(=)

&
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Mear dit gebruik van oneindig veel plustekens duidt slechts in schijn

op een oneindig maal herhaalde optellingsoperatie: dat zou nl. zin-
loos zijn, sangezien we niet in staat zijn werkelijk oneindig veel
handelingen te verrichten. Integendeel, het linkerlid van () is,

zoals we weten, een andere schrijfwijze voor

. 1
llm ("é' + 'E +ooot _n)

n--

en er is hier duidelijk sprake van een nieuwe operatie, de limiet-
vorming.
Evenzo is in de verzamelingenleer een uitdrukking als

A1n A2n As,r\...nAnn...

ZINLOOS, opgevat als herhaald uitgevoerde doorsnede. Indien men toch
zulke uitdrukkingen zou willen invoeren, dan zouden ze toch beschouwd
moeten worden als alternatieve (en eigenlijk foutieve, want misleiden-
de, schrijfwijzen voor nieuw te definieren operaties.

We zouden zulke nieuwe operaties kunnen trachten in te voeren
m.b.v. een soort limietbegrip. Dat zal dan wel een vreemd soort li=-
mietbegrip worden, zo van een rij verzamelingen, waarvoor geen af-
standen of getalgrootheden zinvol zijn. Toch is iets dergelijks moge-
1ijk; maar er bestaat ook een veel eéhvoudiger methode, waarbij we

ons ook»niét behoeven te beperken tot rijen van verzamelingen.

Daartoe eerst het volgende. We hebben in het voorgaande een aan-
tal verzamelingen ontmoet, waarvan de elementen getallen waren, of
mensen, of punten van een vlak. Men heeft echter heel dikwijls ook te

meken met verzamelingen waarvan de elementen zelf weer verzamelingen

zijn.

Voorbeelden,

1. Zij V de verzameling van alle punten van een plat vlak. Een
rechte 1 in dat vlak identificeren we met de verzameling van alle pun-

ten in het vlak die op 1 liggen. Iedere rechte in V is zo een deelver=

&
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zameling van V. Welnu, men kan zinvol spreken over de verzameling
van alle rechten in V. Soortgelijke "verzamelingen van verzamelingen"
zijn: de verzameling van alle cirkels in V; de verzemeling van alle
driehoeken in V; de verzameling van . alle puntenparen (x,y) met x €V

en yeV,

2. In de analytische meetkunde identificeren we een punt van een
vliak met zijn codrdinatenpaar (na keuze van een verder vast codrdina-
ten-stelsel). Ieder punt is dan zelf een verzameling ven twee redle
getallen. (Dit is eigenlijk niet juist: een punt is een geordend paar
(x,¥); niet een verzameling { x,y}. Maar ook een geordend paar wordt
in de verzamelingenleer als verzameling beschouwd: (x,y)= { 'x,{x,y}} .
We gaan hier op het ogenblik niet verder op in; zie opgave 3). Een
vlak V kan dus zelf al opgevat worden als een'verzam'eling van verza-

melingen.

3. Een echtpaar kan men beschouwen als een verzameling die uit twee
elementen bestaat. De verzameling 'E Van glle echtparen, ingeschreven
bij de Burgelijke Stand ven Amsterdam per 2-10-'63, is dus een verza-

meling van verzamelingen.

Definitie 4, Zij A een verzameling. De verzameling, waarvan de ele-

menten precies de deélverzamelingen van A zijn, heet de machtsver-

zemeling van A, aangeduid met J#(A):
P (a) = {B |Beca}.

Voorbeelden

b, De verzameling van alle rechten in een vlak V is een deelverza-
meling van ¥ (V). De verzameling van alle Amsterdamse echtparen E is
een deelverzameling van ¥ (A), waar A de verzameling is van alle
Amsterdammers, ingeschreven bij de B.S. per 2-10-'63, _

5« We hebben eigenlijk al een machtsverzemeling ontmoet. In § 2 werd
nl. opgemerkt dat alie deélverzameliriggn van een vaste verzameling I

een ring vormen t.0.v. de operaties A en n . De aan deze ring ten
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grondslag liggende verzemeling - d.w.z. de verzameling van alle ob-
Jecten die we als elementen van de ring beschouwen, en waarop we de

operaties A en n loslaten - is precies ¥ (I).

Opmerking. Altijd geldt: A ¢ P (A) en fe ¥ (A). Een machtsverzame-
ling is dus nooit leeg: i.h.b. geldt

¥ () = {8} # 0.

We willen in dit verband met de grootste nadruk op wijzen dat men
altijd onderscheid moet maken tussen een verzameling A en de daaruit
gevormde verzameling {A} wl'e.a.rvan A het enige element is. Zo heeft de
verzameling N oneindig veﬁi .elementen, terwijl {N} slechts één element

bevat. Algemeen geldt:

A e{A}J?(A),
en |

. |
ae A(ﬂ {aele A& {2} e # (n).

Opgave 1. De enige verzam%eling A, waarvoor ¥ (A) = {A}, is de lege

verzameling., i

Definitie 5. Zij K een verzameling waarvan alle elementen zelf ver-

zamelingen zijn. De doorsneLsde N K van K is de verzameling

NK= {x|xcA voor iedere AeK} ,
en de vereniging UK van K is de verzameling

UK = {x l‘xeA voor tenminste &&n AeK]}.

Voorbeeld 6., 2Zij V een plat vlak, en K de verzameling van alle rech=
ten in V. Dan is UK =V en NK = @g.

De operaties N en V ko?rb men vaak in een ietwat andere notatie

- tegen, waarbij gebruik gemaakt wordt van een indicering van K.
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.Definitie 6., Een indicering van een verzameling A m.b.v. een ver-

zameling L (de indexverzameling) is een functie die L afbeeldt op A. .

Het element van A waarop A€ L wordt afgebeeld wordt den ge-
schreven als a, of X, of i.d. Omdat een indicering een afbeelding
van L op A is, geldt

A= {ahikeL}.

Voorbeelden.,

Te Zij Upslpsligsecesl yees  €€N getallenrij. Dan is de functie die
u toevoegt aan n een indicering m.b.v. N van de verzameling

{unlne N}.

8. 2ij A = {0,1,2}. Een indicering van ¥ (A) m.b.v. de verzameling
. L ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} wordt gegeven door

o
]

1 =9
a, = {0} 5 a5={1} 5 0 = {2} ;
{0’1} 3 8¢ = {032} 3 8, = {192} H
ag = {0,1,2} ;
= {0,1,2} ; a

(W]
i
]

=g,

©
1

10

De verzameling A kan eveneens geindiceerd worden m.b.v {1,2,3,&,5,6,7,8}
of m.b.v. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} , mear niet m.b.v. {1,2,3,4,5,6}.
9. De verzameling van alle medewerkers van de afdeling Zuivere Wisw
kunde van het Mathematisch Centrum per 2-10~'63 wordt geindiceerd

door de beginletters van hun achternamen, d.w.Z. door de verzameling
{P,H,M,B}.

Opmerking. Een functie behoeft niet &&n-&&nduidig te zijn. Het mag bij

een indicering dus voorkomen dat a, = a, hoevel xl,# X, (vgl. voor=

A
1 2
beeld 8 : 8y = 8,49 85 T 39)0 Wel moet natuurlijk steeds gelden:

a # 8.}‘2: )\1 # Aao

M
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Notatie-afsprask. Zij K een verzameling van verzamelingen, geindi-

ceerd door een verzameling Lt
K = {AAIAG. L}.

Dan gebruiken we, synoniem met de notatie NK, ook de notaties

N a
rL
en |
n {AAIAEL}.
Evenzo is

UK=U{AA:|A6L} =U a.
AeL

In het bijzondere geval dat L de verzémeling N der natuurlijke getal-

len is, schrijven we i.p.v./1 A ook

(:\ neN
A,
n=1 ¢
en evenzo -
U &= U A
nelN n n=1 n
Voorbeelden.

10. Voor willekeurige ne N zij

k
A = {;— |keN en g.god. (k,n) = 1} .

-]
Dan is U A de verzameling van alle positieve rationale getallen,
o n=% n .
en n A = ¢Q
n
n=1

11. Zij R de verzameling der re€le getallen. Voor aecR en beR defi-

nieren we het open interval Ja,bE en het gesloten interval [a,b]

door
Jesb[ = {x| xeR en a<x<pv};

[2,0] = {x]| xeR en agxgh}.



wog uo

Er geldt:

aeR en a>0} H

[0,1]

rj%]- -:;, 1+ %[ =(\{]~a, 1+a[

aeR en O<a<i} .

Jo,1[

Stelling T. Zij K een verzameling van verzamelingen die slechts ein-

U L3 1= 110 [e, -]

dig veel elementen bevat (elk van deze elementen mag natuurlijk zelf
wel een oneindige verzameling zijn): K= {A1 ,Az,...,An}. Dan geldt

" NK

UK

A1I\ A2 ...nAn;

Alu A2 .oouAno

Bewijs

XeNKé&=> x e A voor iedere A€ Kee
R Y .Y
&> xe A1 en x:e A2 €N ..o €N XE Ak@—) xeA1n Azn...nAk.
xeUK<é&=px e A voor tenminste één Aec k&

of .60 Of xeAk¢=y xeA1uA u...uAk.

¢=)xeA1 of xcaA2 2

Voor 1 en U gelden wetten die analoog zijn aan de commutatieve,
associatieve en distributieve eigenschappen van n en U ., Een exacte
formulering van deze wetten is nogal omslachtig, reden waarom wij ze

hier verder niet vermelden.

Opgaven.

2. Zij A een eindige verzameling, met n elementen. Hoeveel ele-
menten bevat ¥ (A)?

3. Het geordend psar (a,b) gevormd uit twee objecten a en b wordt

in de verzamelingenleer gedefinieerd als

(a,b) : = {a, {a,b}}e

oo

Bewijs:

(ayb) = (cyd)e=>a=c én b =d.

Y

b, Zij A de verzameling der positieve rationale getallen.



A='G Lj
k=

n=1

Bewijs

en bereken

U & -

1 k=1

Y

5. Zij A1 ,A2,A3,..., een rij verzamelingen. Men definieert:’

lim sup A {x|=x €A voor oneindig veel n}

n-»co
en
lim inf A = {x| er is een n_zodanig dat xeA
oo n o n
voor alle n;n‘3
Bewijs - -
limsup A = U A
n-de T op=1 k=t ntk
en
lim inf A = U N Ak
nhe n=1 k=1

6. Voor willekeurige nelN zij

I
n

I
n

}% s nl__m als n even is;

J~n, 1~ l] als n oneven is.
n
- -]

Bereken lim inf I , lim sup I_ N I.

n-e n-» n=1
T+ Een rij verzamelingen A1 ,A2 ,A3,... heet convergent, indien
' @
lim sup A_ = lim inf A ;
e n n
de verzameling lim sup An- heet dan de limiet van de rij, 1lim A .
ne n-eo n
Zij nu A‘i 911.‘,2,A3._4.Me een willekeurige rij verzamelingen, en stel

Bn = A.in Aznn-oﬁAn,

C A u Av...08 .
n

n 1 2
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Men bewijze: zowel de rij B1’B2"" als de rij C1,02,.,. convergeert,

en wel geldh:

o L]
1imB=() A, 1lim cn=U A.
nie n=1 n n-o n=1 B

M.a.w. de volgende aantrekkelijke formules zijn correct:

gL A =1lin (A 0nAN...04),
>
o
n=1 An = lim (AIUAeuooouAn)
n->«

8. Een rij verzamelingen A1,A2,A3,... heet monotoon dalend in?

dien An+1<:An’ voor n=1,2,3,..., en monotoon stijgend indien An+1:>An,

voor n=1,2,3,... » Bewijs dat iedere monotone rij convergeert, en be=-

schrijf de limiet.
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Colloquium Verzamelingenleer met- toepassingen
Vijfde bijeenkomst: 4 december 1963
Spreekster: A.B. Paalman-de Miranda

II Boole=glgebra's
§1 Definities en eigenschappen

Definitie 1: Een binaire operatie #imn een ,niethege verzameling V is

een afbeelding van Vx V in V, waarbij Vx V de "srerza.meli’né'i van alle
geordende paren (a,b) is met a,beV,

Definitie 2: Onder een Boole algebra verstaan we een verzameling 04 met

2 binaire operaties L en N, met de volgende é,igenschappeﬁo
A1) avub = bva 3 aflb =bna voor alle asb €& Ot
A2) aa(buc)=(anblu(anc); av(bne)=(aud)i(ave) voor alle a,b, ceo—(,o
A3) Er bestaan twee elementen O en 1 in O1, 2z dat
Ova=av0=a; 10a=a2an01=a, voor alle ae Ol.
Ab) Bij iedere a€Olis er een element a'e 01 z§ dat

ava' = 1; afa’' = 0,

Opmerkings Zoals uit definitie 2 blijkt, verandert het stelsel
axioma’s A(1)=(4) niet als we overal U door 0, en O dooru ver-
vangen.

‘Hierbij moeten we dan ook nog de 1 door O en de 0 door 1 vervangen,
Onder de duale uitdrukking E van-een Boole=uitdrukking E#{dat is
‘een uitdrukking die verkregen wordt door eindig vaak de'operaties
-,V en ' toe te passen) zullen we verstaan de uitdrukking die uit
E verkregen wordt door oversl U en 0 en O en 1 te verwisselen.
Als bijvoorbeeld |

E=au((bne)'u0), dan is E = an((bve)'ai),

Hieruit volgt nu

Stelling#i: Als een identiteit E,] = E2g met E.' en E2 Boole-uitdrukkingen
af te leiden is met behulp van de axioma's A1=-Ah dan :geldt hetzelfde voor
R, . 2%

E,; '“ E2°
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In de volgende stellingen zullen steeds twee duale beweringen wor-

den uitgesproken, waarvan #e steeds &&n zullen bewijzen.

- Stelling 2: Zij 0{ een Boole-algebra en stel a,b¢ Ot
Dan -geldt:

1) ava=a j afNa = a,

2) apl =13 ; a0 =0,

3) au(anb) = a ; an(avub) = a,

L) a'y (anb) = a'y b; a'f (aVb) = a'M b,

Bewijs: .

1) ava = (ava)Al = (ava)m(ava’) = av(ana’) = au0 = a,
2) ayl = (aut)ai = (avi)n(ava’) = av(ina’) = ava® = 1,

3) av(and) = (an1)u(and) =an(1ud) =ant = a.

L) a'o (anb) = (a’'va)(a’ud) = 1n(a’ub) = a'Vb.

Stelling 3: Zij Ol een Boole-algebra. -

Dan zijn de operaties U en n associatief.

Dus voor iedere a,b,c € 04 geldt
av(buc)=(avdb)ve 3 an(bac)=(aab)n co
Bewijss '
a®(bue)=(au(buc))n(ava’)=

f(a,u (bwe))n a.:]U _[(au(b\)c))ﬂ a"] =

[elu [{bve)nal=lau(anc)]u [(bna®)o (cna')]=
[an(aub))u(ancl]u [{(aub)n a’)u (cna’)] =
leo((avv)ue)]u[{(avbluc)na=lavb) ve]n (ava?)={aub) vco

Stelling 4: Het element a' is eenduidig bepasld door B. Yerder geddb:
1) (a')' = a ; | -

2) o' =1 ;3 17 =0 _

3) (anb)’ = a'ub' ; (aub)= a'q b*(wetten van de Morgan)
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Bewijs:
; - [ [ 0 = ) ~
Stel awv 8.1 e.ua2 1 enan a._l a.r13.2 0.
Dan is
1 = ! = v t = ] ] ] 1) = ] )=
aj = 1A a} (auaz)n al (anal)u(aznaﬁ) ~°°(azna1)

? ] 1)y = gt 1) = gt = nl
(azna)U(azna.l) a.zn(aua1) a2n1 aleo

1) Daar a'ua = 1en a'na =0 volgt (a')’
2) 0uUl1 =1, 100 =0, , |
3) (aab)u(a’vw b?) = (au(a’vb’)n(bu(atu b?)) =
(aua’ub’)a(d w b'va') = (1ub”)a(lva’) = 1U1 = 1
en
(and)n(a’ubd’) = (anbna’)u(andbad’) = (0NDB(0NA) = 0,

8o

Voorbeeld 1. Zij V een willekeurige verzameling en %(V) de machts=
verzameling van V. '

Dan is (V) een Boolse algebra als we defini®ren; de operatie v is de
vereniging, ) is de doorsnede, 0 is de lege verzameling en 1 is de ver-

zameling V, waarbij, als AcV, A' het complement van A in V is.

Voorbeeld 2. Zij V een willekeurige verzameling en . de verzameling
van alle eindige en co-eindige deelverzamelingen van V (een verza- _
meling heet co-eindig als zijn complement eindig is).

0L is een Boolse-algebra onder doorsnede-vorming en vereniging.

Voorbeeld 3. Zij I het gesloten interval [:05,1]9 op de reeele rechteo

Zij ©4 de verzameling van alle eindige verenigingen van halfopen inter-
vallen [¢,B) (ceI,BeI, asB).
Dan is (M een Boole - algebra onder de verzamelingtheoretische operaties.

C{ heet de interval-algebra van I.

Opmerking 1,

Uit de absorptie wetten (stelling 2. (3)) volgt dat de vergelijkingen
anb =b en avb = a equivalent zijn, d.w.z. als &én van beide geldt,
dan ook de andere, ‘

We definieren nu in O een relatie C door

&
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aCb&EDanb = a.

In plaats van acb zullen we ook schrijven boa.
De relatie & wordt de Boolse-~inclusie genoemd. Deze relatie valt
samen met de verzameling theoretische inclusie als OU een verzeme-

lingen-algebra is. (zie opgave 8 blz. 13),

Opmerking 2.

Uit stelling 1 volgt dat door te dualiseren de vergelijking anb = a
overgaat in aub = a, dus in anm b = b volgens opmerking 1.
Bij het dualiseren moeten we dus ¢ met D verwisselen.

Stelling 56
De relatie € in een Boole-algebra is sen partiSle ovdesring,

doWozo € voldoet aum de wolgende vourwasrdens

1) aca

2) als acb en bea dan & = by

3) als acb en bec dan acc, ;
Verder heeft deze relatie de wvolgende eigensehappen:
k) Als acc en bed dan aubeccwud en duaal

5) als a>c en b>d dan gnboSend

6) acb<E>b'eal,

Bewijs:

1) ana = a = ae 8.

L
=

2) Als acb en beca dan is aa = anb = bn a

3) Als acb en bec dan and

aenbpec =%

U

dus afic = (anblnc = an(boc) =anb
4) acc en bed=Pavec =c, bud = d=0

(avblu(cvd) = (avelu(bud) = (cvd)=>avbacud
6) achEDand = aP (a0 b)! = a'u b’ = ala=Dble al, .

g=Ssacc

Opmerkings

Uit stelling 5(4) volgt onmiddellijk dat, als acc en bc e, dan ook
aybecy en duaals

als cca en ceeb dan afb Ceo

&
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Verder geldt O€a en a ¢1 voor alle ae O

Daar aca en 0cb volgt uit stelling 5(4) dat
acavub voor alle a en be (4

en anbeca,

OEgaven:
1. Bewijs dat acbe2>anb’ = 0,

2, ¥y = 0e==x=0eny = 0,
3. xcy en xCcy'ess=x = 0,
4. Schrijf de uitdrukking
[(au b)n(cud):} (enf)
a) zonder de operatie V
b) zonder de operatie 0.
5. Bewijs dat de volgende beweringen equivalent zijn.
a) acdb
b) anb’ca’
c) Er bestaat een element c met a0b'ceche’
d) anb'e 0
e) a'u b1,
6. anb = anp ca=(b'n c')u (bnec)oa.
T. Bewijs dat er geen boole=algebra bestaat met precies 6 elementen.
8. Bewijs dat een noodzakelijke en voldoende voorwaarde opdat een Boole~

algebra meer dan &én element bevat 0 # 1.
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§2. Representaties van Boole-algebra's

Definitie 1, Laat 0~=(/l en 0{9 twee Boole-algebra's zijn.
 Een afbeelding ¢ van OL.! op 0(,2 heet een isomorfie als geldt, voor
willekeurige a,be 0‘(,1:

1) ¢(aud) = ¢(a)v ¢(b),

2) ¢(and) = ¢(a)n ¢(b),

3) ¢la’) = [o(a)]"® .

4) Als a # b dan ook ¢(a) # ¢(b),

szl en 01/2 zullen we dan isomorfe algebra's noemen. ¢ heet een

homomorfe afbeelding als ¢ voldoet aan 1,2 en 3.

Opmerking 1, Twee algebra's 0(«1 en. 0’(/2 zijn dus isomorf als de 2
systemen volkomen identiek zijn, op de namen en de wijze van beschrij-
ven van de elementen en operaties na.

Stel bijvoorbeeld dat VT={09132} en V,= {3,4,5},

Dan zijn ?(Vj) en ?(Vz) 2 isomorfe Boole-algebra's, waarbij de
isomorfie ¢ bijvoorbeeld die afbeelding is die {0}, {1}, en {2} af-
‘beeldt op respectievelijk {3}, {4} en {5}. -

Opmerking 2. Het is duidelijk dat iedere homomorfie de O en 1 van

001 overvoert in resp. de O en 1 van %20

Immers uit O=ana'® volgt dat :
4(0)=¢(anar)=¢(a)n ¢(a)=o(a)n [p(a)]' = 0 en uit

1=0" volgt ¢(1)= ¢(0")= [¢(0)]* = 0" = 1,

Verder geldt dat als acb, dan ¢(a)ec ¢(b)

Immers uit acb volgt avdb = b , dus

¢(avub)= ¢(a) v ¢(b)= ¢(b) en dit is equivalent met ¢(a)ec ¢(b).

Definitie 2. Onder een verzamelingenalgebra verstaan we een systeem

/@-van deelverzamelingen van een verzameling I, zo dat
1) ge Aen Te K
2) als Aen B inﬁ‘ dan ook AnB en AUB in./%
3) als A iny@dan ook A’ in/%
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Hierbij is A' het complement van A ten opzichte van 1.

Opmerking

Het is duidelijk dat iedere verzamelingenalgebra een Boole-algebra
ise

Een verzamelingenalgebra behoeft zoals uit de definitie blijkt
niet te bestaan uit alle deelverzamelingen van een gegeven verzameling
V. Zo 1s bijvoorbeeld de interval-algebra van het interval [0,1) een
verzamelingenalgebra die niet bestaat uit alle deelverzamelingen van
[o,1). |
Verder is het systeem van alle eindige en co-eindige deelverzamelingen
van een verzameling V ook een verzamelingenalgebra, die, als V niet

eindig is, niet bestaat uit alle deelverzamelingen van V.

Men kan nu bewijzen dat iedere Boole-algebra isomorf is met een ver-
zamelingenalgebra.
We zullen deze stelling slechts bewijzen voor een speciale klasse

van Boole-algebra'’s, namelijk voor de atomaire algebra's.

Definitie 3. Een element a van een Boole-algebra (M heet een atoom

als a # 0 en als uit xCa volgt dat x = 0 of x = a,

Definitie 4, Een Boole-algebra M heet atomair als er bij iedere

b # 0 uit Ol een atoom a te vinden is met ag b.

Opmerking. Uit de definitie volgt dat als a, en a 2 atomen zijn

2
van 0L met a, # a,; dan a,n a, = 0,

Immers a.ln ta,zc:a.l en a1n a2c;a2 dus a..'ﬂ a2 = 0,

Voorbeeld 1. De verzamelingenalgebra die bestaat uit alle deelverza-

melingen van een willekeurige verzameling V is atomair. De atomen
zijn hier die deelverzamelingen van V die uit slechts &&n element

bestaan,

Voorbeeld 2, De interval-algebra van het eenheidsinterval [0,1) is

piet atomair.
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Stelling 1. Iedere eindige Boole-~algebra OL met meer dan 1 element
-is atomair.

Bewijs: Zij b # O en stel b geen atoom.

"Dan is er een b, met b,cb en 0 # b, b # b, o

Als b, geen atoom is, dan is er een b6 Ol met 0 # bys b, # b, en
becb,] €bo

Daar Ol eindig is, breekt dit proces na een eindig aantal stappen af,

d.w.Z, dat er een n is met bn een atoom en bnab g.e.d.

Stelling 2.

a is een atoom van (4, dan en slechts dan als a # O en voor iedere
be Ol geldt acb of achb’.

Bewijso

Stel a een atoom en b € O1.

Daar ambca geldt anb = 0 of anbd = a,

Als aabd
Als and

a dan a&b,

0 dan acb® (zie §1 opgave 1).

Zij nu A de verzameling van alle atomen van een Boole-algebra Ol

en stel Ab de verzemeling van alle atomen a met ac b,

Stelling 3.

Het systeem/%= {Ab}be% van deelverzamelingen van A is een verza-
melingenalgebra.
Bevijs,
1) A, = A, daar bc 1 voor alle b e 0l, en dus zeker
actl voor alle a g A

A, = @ daar uit ac 0 zou volgen dat a = O,

Dus # & Ae’n Aé./@o
2) Ay Ac: = Abn c’
Immers als ae Abﬂcg dan acbeac; en daar bnccb en bOccce volgt
uit de transitiviteit van ¢ dat acb en acc.
Dus aeAb en ae Ac° Hieruit volgt Abn c < Abn Aco
Als omgekeerd ae Abn A09 dan acb en acc en dus acbnpec
Abﬁ Ac is dus bevat in Abn ®
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A'b““ Ac= Abuc"

Als as_AbUAc, dan acb of acc, dus acbwve.

We zien dus dat aeAb o

Stel nu omgekeerd a¢Abu A s dan adb en a¢cn

Volgens stelling 2 geldt dan acb’ en acc’, en dus acb’'n c'=(buc)’s
Als ook acbuc dan ac(bue)n(bwuc)’=0 een tegenspraak dus actbvco

En we concluderen dat a.é' Ab ve’

3) afefa]r . |
Immers A(bub“)= A=RAuA,end .,= g = A0 A .

Stelling L4, Zij Ot een atomaire Boole-algebra. Dan is de afbeelding
¢ van O op /@ gedefinieerd door

¢(p) = A een isomorfie. Dus Of isomorf met een verzamelingenalgebra.

Bewijs.
1) ¢(bwve)= B, o= Byv A= ¢(b)v ¢(c)
2) ¢(bacl= A  =AoA=¢(b)a¢(c)

3) o(v') =a, = [A] = [s()]"
4) Als b # c dan ¢(b) # ¢(c).
Immers stel b # c, dan ook b' # ¢', dus geldt Mo
of bgec' # 0 of buc' # 1 en dit is equivalent met bnec' # 0
of Panc # 0.
Als bac' # 0, dan is er, daar Ol atomair is, een a€ A met
acbac’; dus Abnc” # 0.
1 = [ ]
Maar uit A, =AMA =An0 [Ac] # ¢ volgt A # A .

S'tell‘ing 5
Het aantal elementen van een eindige Boole-algebra (1 is een macht

van 2 :&{){,F 2",
Bewijs.
Daar volgens stelling 1 Of atomair is als O meer dan 1 element heeft,

is Ol isomorf met de verzamelingenalgebra /@-1 {A'b}b‘ € oL
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Daar (M eindig is heeft Of een eindig aantal atomen, zeg n en
A= {aisoaOQan}o
Stel nu A een willekeurige deelverzameling van A
A%-'f'{ac - }CAen stel a. VU a. VoooWa, =bo'
i i , - i i i
1 T 1 2 r
. 3¢
Dan 15 A = Ab
Immers uit §1 stelling 5 (5) volgt dat a, € b voor J®1,2,000r €n
aus CA . J
3 . o : 3
‘Stel nu A # A . Dan is er een 8,6 A met a, €A, alél}-o

.Daar alc:b geldt

2,780 b = a0 {ailv aiz"”uai }={alﬁ ;ah}u_{aln,ai }”ou{alﬂ a; }=
T 2 r

O0V0U,,,0 = 0, een tegenspraak.

Dus AH' = A,bo

Tedere deelverzameling van A is dus te schrijven als een A .

Hieruit volgt dat A= ?(A) en A heeft dus 2" elementen (zie opga-

ve 2 pagina 21). ' '

Daar 0{ isomorf is met 4 heeft Ol dus ook 2" elementen.

Opgaven '

1) Laat 0&1 en 0’1,2 2 Boole-algebra's zijn en stel ¢ is een afbeel-
ding van 011 op 9(;2 die voldoet aan een aantal van de volgende

voorwaarden:
a) ¢(aub)= ¢(a)uv ¢(b)
b) ¢(a®)= [o(a)]".

c) ¢(0)=0 , ¢(1) = 1
d) ¢(and)= ¢(a)n ¢(b).
Bewijs 1) dat als ¢ voldoet aan a) en b) dan is ¢ een homomorfie
2) als ¢ voldoet aan a) ¢) en d) dan is ¢ een homomorfie.
2) Bewijs: als ¢ een 1-1 duidige afbeelding is,‘ en als
¢{a)c ¢(b)E=acb, dan is ¢ een isomorfie.
3) Zij ¢ een homomorfie van Oi1 op 0‘62 en stel dat {a |¢(a)=0, ae 01,1 }={0}
Dan is ¢ een isomorfe afbeelding. -
4) Een Boolse algebra is dan en slechts dan atomair als uit baa

voor alle atomen a volgt b=1,
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5) Bewijs dat twee eindige Boole~-algebra's dan en slechts dan isomorf
zijn als ze evenveel atomen hebben.
6) Bewijs dat twee eindige Boole-algebra's dan en slechts dan isomorf

zijn als ze evenveel elementen hebben.
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§3 Boolese ringen

Definitie 1. Onder een ring verstaan we een niet lege verzameling R

met 2 binaire operaties + ,. met de volgende eigenschappen.
a+b=b+a A

2) (a+b) + c= a + (b+c)

3) bij iedere a en be R bestaat er een c met a + ¢ = b,

L) a(be) = (ab)e

5) a(btc)= ab+ac ;(a+b)e = ac+be,

Opmerking: Uit 1),2) en 3) volgt dat er een element O€ R bestaat
met a+0 = a, voor alle aeR.

Dit element is €&nduidig bepaald, evenals het element ¢ met atc = b.

Definitie 2. Een ring R heet een Boolese ring als geldt dat, voor

iedere a uit R, a.a=a.

Voorbeeld 1. Zij R de verzameling van alle gehele getallen onder op=-

telling en vermenigvuldiging. Dan is R een ring R is geen Boolese ring.

Voorbeeld 2. De verzameling {0,1} is een Boolese ringqg,als we de op=-
telling en vermenigvuldiging als volgt definieren. '

C+0=0 = 1+1

0+1=1+0=1

0:.0=1,0=0,1=0

1o1=1,

Voorbeeld 3. Zij Q% ) de verzameling van alle functies f van een vere

zameling X in 6&, waarbij we definieren

£+8,(x)= f1(X)+f2('x)

f1f2(x) = fl(x) f2(x)°

@LX is dus de verzameling van alle karakteristieke functies gede-
finieerd op X. )

%X is een Boolese ring met als nulelement de functie die identiek
0 is,

F
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Een éénheidselement van een ring R is een element 1 28 dat voor
iedere agR geldt t.a=a.l=a. v
Een ring hoeft geen eenheidselement te bevatten.

Het &&nheidselement in @X is de functie die identiek 1 is.

Stelling 1. Iedere Boole-algebra is een Boolese ring met eenheid als
we de 2 operaties + en . op de volgende manier definieren.

atb= (aab')u(baa’)=(ayb)n (a’yb’)

a.b=an b,

Bewijs.
1) atb=(aub)n(a'yb*)=(bua)n (b'y a’)=b+a.

2) a*(b+c)= [an{(buc)n(p'uc’)}']U[(bnc')ulcnbd)ina’] =
[an{(b's c")u(ba c)]u (bnc'n a’')u(cOdb'nal)=
(andb'’nc’)u(anbnc)u(bnec'na’)u(cod'n a')=c+(atb)=(a+b)+c

3) Uit de def. volgt dat
ata=(aya)n (a'v a’)=0 en O+a=(ay0)n (a' v 1)=a,

Stel nu c=a+b, dan atc=at+(a+b)=(ata)+b=0+b=b,

L) (ab)e=(anb)n c=an(bnc)=alb.c).

5) ab+ac=[abuac]® [(ab)'y (ac)*]=[(anDb)v (anc]n
[(a’v b))y (c?v a'] =[an (bue)]n [a'u (brue')]=
an[(buc)a (b'uc’)] = alb+e)

(a+b).c=c(a+b)=ca+cb=ac+bec.

6) 1.b = 10Db = b,

~Stelling 2. Iedere Boolese ring met eenheid is een Boole-algebra als

we de operaties A , U en ' op de volgende manier definiéren

aub = at+b+a.b
'anb = 8,.b
a’ = 1+4a.

Bewijs: zie opgave 1.

Opgaven:
1) Bewijs §3 stelling 2.
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2) Schrijf de uitdrukking a U(bMc)u d met behulp van de optel~

ling en de vermenigvuldiging.

3) .Bewijs dat in een Boolese ring R geldt
1) at+a=0 voor iedere ae R
' 2) als a+b=0 dan b=a.
3) a.b=b.a voor alle a,be R,

L) Zij R een Boolese ring. Definieer in R een relatie ¢ door
acbe&=pa.b = a, ‘

Bewijs dat ¢ een parti€le ordening is.
5) Bewijs dat iedere eindige Boolese ring een éénheidselement heeft.

6) Zij O een Boole~algebra en O{,* de daarmee corresponderende Boolese
ring (st 1). Dan is de Boole-algebra die met 0{,* correspondeert

isomorf met Of.

) L
T) Zij R een Boolese ring met eenheid en R de daarmee corresponde-
rende Boole algebra (st 2),

Dan is de Boolese ring die met R* correspondeert isomorf met R.
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§4 Boolese functies

zij Of een Boole-algebra.

Onder een Boolese functie f(x1,x200°xn) in de variabelen XygoooX,
zullen we verstaan een uitdrukking die verkregen wordt door op een
eindig aantal constanten en de variabelen XypeoaX) de operaties U,
N en ' eindig vaak toe te passen.

Hierbij is een constante ieder willekeurig maar vast element uit een
Boolese algebra.

Zo is dus bijvoorbeeld

f(x,5,2)=(xuy')'anzn(x'uz)a (0Uz') een Boolese functie.

Definitie 1. Een disjunctieve normaal vorm in de variabelen
Xyse00X is een uitdrukking D van de vorm

D =D,UD,oo.uD, waarbij iedere D, een uitdrukking is van de vorm

1 2 k

3% *n ¥
x,ln x2 ooonxno

k

* e & .o 3 » . * . o . -
Hierbij is voor iedere i (15 isn) Xy geligk aan X, of aan xi’ terwijl
D. #D, als i j

l¢ j #Jo
Bovendien beschouwen we 0 als een disjunctieve normaalvorm in n varia-

belen, voor alle n >0,

Voorbeeld 1,

(xay)u(x'ay')u(x'ny) is een disjunctieve normaalvorm in de varia-

belen x en yo

xu(x’'n y) is geen disjunctieve normaalvorm,

Stelling 1. Iedere Boolese functie f(x1°°°xn) die geen constanten be-
vat is te schrijven als een disjunctieve normaaslvorm in de variabelen

x1g000xn0

Bewijs: Als f(x1,x2°oaxn)5 0 voor alle XysooeX s dan is de stelling
bewezen. Stel nu £ #0, en neem aan dat f een uitdrukking van de vorm
(guh)' of (gnh)! bevat; dan kunnen we door §1 st 4 (3) toe te pas-
sen (guh)? en (gAh)' schrijven als resp. g'n h' en g'v h'.

Dit proces kunnen we zo lang voortzetten tot dat de operatie !

alleen op de variabelen x; zelf wordt toegepast.

I3
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Door nu de distributieve wet an (buc)=(anb)u(anc) toe te passen,

u«aoon 9
r

kunnen we f schrijven als een uitdrukking van de vorm f=f1tlf2

waarbij

fj=af1ooona met a. € {x1,x29 X ,x%,ooox'} 151 <s.

Als a, 158 i#k dan kunnen ve a, weglatenyen als a -ai, dan is f =0,
Hieruit volgt dus dat f-f1u f noo‘)f met fJ—xJ1noocnxJ Jl#gk S i§no

Stel nu dat x_ noch x“,voorkomt in fjo Dan is fj=f50(xpgix§)
=(fjn xP)U (fjn xé) en weﬁyebben fj geschreven als vereniging van twee
termen, die behalve de Xs4 1g¢igs ook nog x, of xé bevatten.
Door dit proces voort te zetten kz?nei we ieiére fj, dus ook. f schrij-'
ven als vereniging van termen D=x1n X oo oNX

f=D1U D2Ug o ouDk
Door nu de herhalingen weg te laten is f geschreven als een disjunc-

tieve normaalvorm in Xyse0eX o

Voorbeeld 2,
Zij f(xgy)=[xu (x'nr y)]
Dan is f(x,y)= x'n (x'n y)'=x'n (xuy')=(x"'n x)u (x'n ¥')=x"0 y'.

1UoooUDk in n~variabelen

kunnen we ook schrijven als disjunctieve normaalvorm in (n+1) varia-

Opmerking. Iedere disjunctieve normaalvorm N=D

belen,

Immers N=N@ (x 1 x' 1)=(I\I('t X )u (Nn x’_‘_1 )=

‘ 1 ]
(D1n xnﬂ)uo”u(nkn xn”)u (D1n xn”)u.“u(nkn xn+1).,

We zullen echter in het vervolg als de normaaslvorm van een functie
steeds die disjunctieve normsalvorm beschouwen, die een zo klein
mogelijk aantal variabelen bevat.

Als dus f(x,y)=(x0y)u(xay), dan is x de disjunctieve normaal-
vorm van f(x,y).

Verder is het duldellgk dat er precies 2" verschillende termen
'X1Qoooﬁx zijn die in een normasalvorm van n varlabelen kunnen voor=
komen,

N %
Imme;s iedere x:.L kan de waarde xi of xi aannemen.
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Definitie 2. De disjunctieve normaaslvorm in n variabelen die 2%
termen bevat heet de volledige disjunctieve normaalvorm in n-varia-
belen. :ND(X1°°°°xn)°

Stelllng.Qo Stel ND(X1goooxn)= D1(x1oooxn)“oooUD n(x1,oooxn)o

2
Als X.=a, met ai=0 of 1, dan is ND(a1,oooan)=1, en er 1s precies

€én term D, met Di(a1,0009an)=1° Alle andere termen hebben de waar-
de 0,

Bewijs.

* * S )
Laat D, die term‘x:nooonx* zijn met x.=x. als a.=1 en x.=x! als a.=0,
1 1 n 171 1 171 1
Dan is Di(a1,°°°an)=1ﬂooon1=1 terwijl alle andere termen minstens

€én factor O hebben en dus gelijk aan O zijn.

Stelling 3. Twee functies zijn dan en slechts dan gelijk als hun

disjunctieve normaalvormen dezelfde termen bevatten.

Bewijs.

Als f,=f, dan f1(a1,uoean) = fz(alsoooan) voor iedere keuze van
'algoooano . .

Stel een term Di=x1r1:mcnx.n bevat in f10 Dan is er een n=~tal (a1goooan)
met a;=0 of 1 1gign z0 dat Di(a190008h)=1° Volgens stelling 2 zijn
dan alle andere termen Dj(a1goooan)=0 i#j.

Daar f1(a1°°oan)= f2(a19°°°an)=1, moet f, dus ook de term D bevat-

2
ten.
Iedere term die in f1 bevat is, is dus ook in f2 bevat en omgekeerd.

Als omgekeerd f‘1 en f2 dezelfde termen bevatten, dan is f1=f20

Gevolg: Uit het voorgaande Ellgkt dat een Boolese functie f(x1,o°°xn)
geheel bepaald is door de 2 waarden f(a1,¢ooan) met aigo of 1.
In het bijzonder is dus iedere Boolese functie van 1 variabele be-

paald door de waarden £(0) en £(1).
n .
Stelling L. Er zijn precies 22 verschillende Boolese functies van

n=-variabelen in een willekeurige Boolese algebra (.

Bewijs.
Dit volgt direct uit het feit dat f geheel bepaaid is door de 2" waarden
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f(a1,oooan) met a,=0 of 1.en het feit dat f(a1,°ooan) gelijk moet

zijn aan O OQ;IO

Voorbeeld.

Stel f(x,y) de functie gedefini&erd door,

X y £(x,y)
0 0 1
0 0
1 0 1
1 1 1

Dan kunnen we f(x,y) in de disjunctieve normaalvorm schrijven op de
volgende wijze

f(x,y) bevat de term x’n y' , immers £(0,0)=1 en 0'n 07 = 1,

Evenzo bevat f de termen x0 ¥y’ en x0y.

Dus

flx,y)=(x"n y)u (xayluilxny)={(x'v x)n y'}u(xay)= y'U (xny)=y'u x.

We besluiten deze paragraaf nu met het geven van een stel duale defini- -

ties en stellingen.

Definitie 1':; Een conjunctieve normaalvorm in n variabelen is een uite
F]

drukking C van de vorm C=C1n Cgoooﬂckg waarbil]j iedere Ck een uitdruk-

king is van de vorm XqU X500 UK o Hierbij is voor iedere i (1gign) xz
5 a 9 - o :

gelijk aan xg of x{ en Ci £ Cj als 1 % jo

Verder beschouwen we 1 als conjunctieve normaalvorm in n-variabelen,

voor alle n >0,

Stelling 1', Iedere Boolese functie f(x1°ooxn) die geen constanten

bevat is te schrijven als een conjunctieve normaalvorm in de varia-

belen X go0cX o
1 n

s o, o o o o N S ¢ |
Definitie 2': De conjunctieve normaalvorm in n-variabelen die 2 termen

bevat heet de volledige conjunctieve normaalvorm: Nc(x1soooxn)o

i i : = -} <=8,
Stelling 2', Als Nc(xlsopoxn) C1(x1oooxn»,onoﬂcn(x1goooxn)ien x;=a,
met a.,=0 of 1, dan is Nc(aigoooan)= 0 en er is precies &én term C;

met Ci(a1oooan)=00 Alle andere termen hebben de waarde 1.

ra
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Stelling 3'., Twee functies zijn dan en slechts dan gelijk als hun

conjunctieve normaalvormen dezelfde termen bevatten.

Oggaven o

1. Bchrijf elk van de onderstaande functies in de disjunctieve en de
conjunctieve normaalvorm.
a) fx,y,2)=(xnynz)u {(xuy)n (xuz)}
b) £(x,y,z)= xn((x"m vivixuy'y z)")u {xa(xuy)'}.
c) fx,y,2)= {x'o (yuz)lv{(xvuy)}.

2. Bepaal de functie f(x,y,z) die gegeven is door

X v z f(x,y,2)
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 0
C 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

3. Bewijs dat voor iedere Boolese functie in 1 variabele geldt

f{x)= (£(1)n x)u (£(0) @ x?)

L, Zij Ot een Boole-algebra en stel dat a € O te schrijven is als een
disjunctieve normaalvorm in a, g...a_, a.€ O Igign en stel dat O
1° n® 7i
. 3 % .
niet geschreven kan worden als O=a_fi...ha_ met a.=a. of a! 1lgign.
Proimardvritory 1 n 1 1 1
Dan is de schrijfwijze van a als normaalvorm in 850008 €énduidig

bepaald.

5, Zij Ol een Boole-algebra en stel 898550008 & O{ zo dat ieder element
b ven O{ eenduidig te schrijven is ‘als een disjunctieve normaalvorm

in 810°oano

Bewijs dat

s s o 3¢ 3% %
1) Ieder atoom van Ol is te schrijven als 8,0 a,Ncee8 o
2) Ieder element aTﬂ aznoooﬂ;; is een atoom ‘

3) L is isomorf met #’({1929390“21’1})0
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§5 Schakel algebra's

In deze paragraaf willen we ons bezig houden met een bepaald soort
electrische systemen. Namelijk die bestaan uit een aantal schake=-

laars die op verschillende menieren aan elkaar gekoppeld zijn b.v.
\a

U N,
b

De schakelaars zullen we aangeven met letters, a,b,c enz. We veronder=-
stellen verder dat een schakelaar slechts 2 standen kan hebben; a is
dicht als er een electrische stroom kan lopen, a is open als hij de
stroom onderbreekt.

 Twee schakeleaars die zo gemaakt zijn, dat ze of beide open zijn, of
beide dicht, zullen we met dezelfde letter aangeven.

Als 2 schakelsars zo gekoppeld zijn, dat de eerste altijd open is als
de tWéede dicht is en omgekeerd9 zZullen we ze aangeven met b.v. & en
a' (of a' en'a)o ‘

Een schakelaar die altijd open is zullen. we aangeven met O en een scha-
kelaar die altijd dicht is met 1. ‘

Twee van dergelijke systemen opgebouwd uit schakelaars a,byc... enz
zullen we equivalent noemen, als ze voor iedere willekeurige stand
van de schakelaars a,b,c... of beide de stroom onderbreken, of beide
de stroom doorlaten.

Zo zijn b.v. de volgende 2 systemen equivalent

\.58

o] L N\&__, N\
\b

We zullen ons nu bezig houden met het volgende soort problemen.,
a) Stel dat er een willekeurig systeem gegeven is.
Wat zijn dan de standen van de verschillende schakelaars zd dat

de stroom niet onderbroken wordt.
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vb) Stel dat een schakel systeem gegeven is. Vind indien mogelijk

een daarmee equivalent systeem dat eenvoudiger is.

We gaan nu als volgt te werk.

Aan een systeem bestaande uit 2 schakelaars a en b die in serie ge=-
koppeld zijn, voegen we toe.de uitdrukking amb, en aan een systeem
bestaande uit a engb parallel gekoppeld voegen we toe aub.

Aan ieder systeem dat uit schakelaars opgebouwd is, die in serie of

parallel gekoppeld zijn kunnen we dus zo'n uitdrukking toe voegen.

, . o N | | .
. bﬁc’ .
Zo is b.v. aan ___[::i:Ez:k—- de uitdrukking (aub)a ¢ toege-

voegd.

Omgekeerd is ook aan iedere uitdrukking die slechts U,n en' bevat

een schakel systeem toegevoegd.

Het blijkt nu dat de klasse van alle systemen een Boole~algebra vormt,
als wij tenminste equivalente systemen als gelijk beschouwen.

De conmutativiteit van n volgt b.v. uit het feit dat de systemen

T N— \@h———lXE—w en vm_g:\?__ e equi#alent zijn.
De distributieve wet an (buc)=(anb)u(anc) volgt hieruit dat
\ b

\\a ____ en

\C

\a \\b

— . equivalent zijn.

\e o N8
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‘Stel nu dat wij‘aéh‘schakelaar a de wasrde 1.toekennen als ajdicht.‘
is én de waarde O als a open is. Verder zullen we aan een syStéémA
de waarde‘1 toekennen als er een stroom door lopen kan, anders heeft
het systeem de waarde O,

We komen dan tot een representatie van het systeem bestaande uit
schakelaars a,b,Coc. door middel -van een functie f(a, b COoo) die
zZo gekozen is dat f(a *,c*o;o) 1 met a b*,c*ooo-O of 1 dan en
slechts dan als het systeem de waarde 1 heeft indien de schakelaars
8,DyCc00 resp, de waarden'a*'b*;c*”° hebben, B
Daar 1edere Boolese=functie f(x ooox ) geheel bepaald is door de
2" waarden f(al,ooca ) met a, .=0 of 1, is ieder schakel systeem dus
geheel bepaald (tenmlnste op equ;valentle na) door de verschillende
toestanden van het systeem bij de vérséhillende;standen van de scha-

kelaars.

Voorbeeld 1,

' Stel een systeem bestaande uit de schakelaars a;b en c gegeven door

de volgende functie L
f(a,b,c)

a. b e

1 .1 0 1
1 0 o0 0
1 0 1 0
111 1
o 1 1 1
0o 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

Dan is f(a,b,ec)=(anbmac’)ul(anbnec)u(a’n bacl=(anb)u(a'abac)=
| = b0 (au(a'nc))=bn(auc)

f stelt dus het volgende systeem voor Js— ._;;>\EL@
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\a
\b
Voorbeeld 2. e
Z1J gegeven het systeem  poe—| \b \d &

Gevraagd een eenvoudiger daarmee equivalent systeem. Het systeem wordt
voorgesteld door de functie
fla,b,c,d)= {(ayec)n bl U {((bnd)ud)ab} =

{(ave)nbl U { dab} = (avecuyd)n b,

\a_

. . I b
Een daarmee equivalent systeem is dus o— \F, N

\d

Opgaven

1. Zoek bij ieder van de volgende systemen een eenvoudiger schakel

systeem.,

S N NS S vy
‘ - ____\\__.‘\____

b) —\2 e R

| i N\ N

P\

2. Teken de systemen die behoren bij de volgende functies
a) (anbac)ui(anb)a ((dnc)u(ens))}
b) {(avb'uc)n(ay(vne’))} v (c'a A)u(dn(b'ue),

3, Construeer een systeem dat open is als het systeem van vraag=-
stuk 2(b) dicht is en dicht als het systeem-van vraagstuk 2(b)

open is,



b,

-

Construeer een systeem opgebouwd uit schakelaars a,b en ¢ met de
volgende eigenschap; het systeem is dan en slechts gesloten als

a gesloten is, of als a en b open zijn en c gesloten is.

In een commissie bestaande uit Ut mensen, kan elk van hen é8n van
de schakelaars a,b,c of d bedienen.

Elk van hen brengt zijn étem uit over een voorstel door zijn scha- -
kelaar te sluiten als hij "ja" stemt en door zijn schakelaar te
openen als hij "neen" stemt.

a) Construeer een systeem z0 dat er een lampje gaat branden als

het voorstel aangenomen wordt (meerderheid van stemmen).

b) Construeer een systeem waarbij de voorzitter, die schakelaar a
bedient, een extra stem krijgt om bij staking van stemmen te

beslissen.

Construeer een systeem dat uit 2 schakelaars en een lampje be=-

 staat, z5 dat iedere schakelaar gebruikt kan worden om het lampje

aan en uit te doen.

Aan alle gasten op een feest wordt verzocht iets rood te dragen.

Een rode das, een }ood hemd, rode sokken of een rood lintje.

Er moeten echter de volgende regels in acht genomen worden.

a) Een rood hemd moet gedragen worden als men een rode das drasgt.

b) Men mag alleen een rood hemd samen met rode sokken dragen als
men ook een rode das of een rood lint drasgt.

¢) Als men een rood hemd en rood liﬁt draagt of als men geen rode

sokken draagt, dan moet men een rode das dragen.

Neemt men deze regels niet in acht dan moet men een boete betalen.
Construeer een schakel systéem bestaande uit 4 schakelaars waarmee

men onmiddellijk kan na gaan of de gasten een boete moeten betalen.
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III Logica,
1o Inleidinﬁ o

In het eerste deel van dit colloquium'hebbenkwe ons bezig ge=-
houden met de verzamelingenalgebra. Daarbij bleek dat allerlei bew
trekkingen tussen verzamelingen eenvoudig geverifieerd kunnen worden
met behulp van de karakteristieke functies, door eenvoudige bereke-
ningen met de getallen van O en 1.

Het werken met de karakteristieke functies komt, volgens I §2
stelling 3, in feite neer op het hanteren van de volgende tabel:

A B 1 AuB AnB Al AaB A\B

(1)

- a0 O
- O = O
- O
- O © o
C O = -
O - O O

i O -t - O

(op het kruispunt van de (n+1)€ rij en de(m+2)® kolom is genoteerd
de waarde die de karakteristieke functie van de verzameling, aan-
gegeven boven die kolom, aanneemt wanneer X, en XB de waarde hebben,
genoteerd op de eerste twee plaatsen van de bewuste rij).

Stel nu de verzameling V is gevormd uit de verzamelingen A1A2,
A3’°°°9Ah door middel van de operaties U, n en ' (of eventueel ook
A, \, deze zijn echter uit te drukken in N, U,'). Voor iedere x kun-
nen we xv(x) uitrekenen m.b.v. tabel (1), Is W een tweede verzame-
ling, opgebouwd uit A1,A2,0009An9 dan kunnen we verifieren of al
dan niet V=W door na te gaan ofsdl dannietxv(x)= xw(x) voor iedere x,
dowozo of bij iedere distributie van de getallen 0 en 1 over de bij
A1,aoe,An behorende kolommen, in de kolommen behorend bij V en W
dezelfde rijtjes getallen komen te staan.
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P » LAY 1= ?
Voorbeeld 1, Verificatie van (A1n A2)(1A3 A1n (AQ\;As) o

AjlAyASHASTAS A NAY (A1nAé)nA§ A A, (A2UA3)" A (A20A3)'
oo fo 11 0 0 0 1 0
o {0 {1 {1 |o 0 0 1 0 0
0|1 |o Jo |1 0 0 1 0 0

(2)] o {1 |1 Jo |o 0 0 1 0 0
1 ]o {o J1 |1 1 1 0 1 1
110 {1 1 |0 1 0 1 0 0
1 {1 {o o |1 0 0 1 0 0
111 {1 fo |o 0 0 1 0 0

De zevende en tiende kolom geven inderdaad dezelfde uitkomsten.

Willen we nagaan of Ve W, dan moeten we nagaan of steeds
xv(x)f_xw(x), d.W.z. of op iedere regel het getal in de kolom onder

V kleiner is dan of gelijk aan het getal, op die regel, onder W.

In hoofdstuk II beschouwdenwe boole-algebra’s, en bestudeerden
daarbij ook boolese functies (hoofdstuk II §4). Daarbij bleek o.a.
het volgende (zie.pag. 40, het gevolg van stelling 3). Stel
v(x1,x2,ooo,xn) en w(x1,x2,ao°,xn) zijn twee boolese functies in de
variabelen Xy9Xps000 5% opgebouwd uit deze varisbelen met behulp
van de boolese operaties N,V en ' (bij de opbouw van v of w mag
ook gebruikt gemaskt worden van de speciale elementen O en 1 van de

n’

1', 1=x1ux1'° Andere speciale elementen van de

boole-algebra mogen in v of w niet voorkomen). Dan geldt: opdat v=w

boole~algebra, maar deze kunnen zelf gevormd worden uit XqsX5s0005X

bijvoorbeeld: O=x1n X

(dowez. opdat v en w dezelfde functie voorstellen; anders gezegd,
opdat v(a1,a2$°°°,an)= W(a1932,ooa,an) voor iedere substitutie van
elementen 8s855000,8 Van de boole-algebra voor de variabelen
x19x2,°oo,xn) is het (uiteraard nodig, maar zelfs) voldoende dat

v en w telkenmale dezelfde uitkomst leveren wanneer we voor elk van

de variabelen X, een van de elementen 0,1 substitueren.
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Voorbeeld 2. Zij = ? g =
J v(x1,x2,x3) (xjnxe)nx3 en w(xj,x2,x3)

= x1n(x20x3)’o Dan geldt v=w, zoals blijkt uit de overeenkomst tus=-

sen de zevende en tiende kolom van onderstaande tabel.,

S EAES xé xé x1nxé (x1nxé)nx§ XX (Xéuxé)' x1n(x§gf§li
O {0 {01 11 0 0 0 1 0
010 1111 10 0 0 1 0 0
0 i1 {010 .1 0 0 1 0 0
(3)1 0|1 |1}jo o 0 0 1 0 0
1 ]0 1011 |1 1 1 0 1 1
1101111 {0 1 0 1 0 0
111 {010 |1 0 ¢ 1 0 0
111 |10 {0 0 0 1 0 0

De berekeningen in (3) berusten op de tabel

x| % XPX, | X0X, x%
0o |o 0 0 1
(L) 0o |1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 . 1 1 0

Een vergelijking van tabel (4) met tabel (1), en van (3) met
(2), toont dat de berekeningen betreffende betrekkingen tussen ver-
zamelingen m.b,.v., karakteristieke functies in hoofdstuk I, en die
betreffende ©booclese vergelijkingen in hoofdstuk II, formeel be-
schouwd, identiek (uitwisselbaar) zijn. Dit ondanks het feit dat de
symbolen O en 1 in (1) en (2) bedoeld zijn als notaties voor de ge-
tallen O en 1, terwijl die symbolen in (4) en (3) staan voor het
nulelement (kleinste element) en eenheidselement (grootste element)

van een boole=algebra.

Eigenlijk mag ons dit niet verbazen. Immers, we weten dat het
stelsel van alle deelverzamelingen van een gegeven verzameling I een

&
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boole~algebra vormen t.0.v. vereniging, doorsnede en complement, met
¢ als nulelement en I als eenheid; omgekeerd zegt de representatie-
stelling van STONE dat iedere boole-algebra isomorph is met een ver-

zamelingenalgebra.

In dit derde hoofdstuk, gewijd aan een inleiding in de (klas=
sieke) logica, zullen we een derde parallel ontmoeten. Opgemerkt
moet worden dat onze volgorde van behandeling niet de historische
is; het begrip boole-algebra heeft zich namelijk ontwikkeld uit de
onderzoekingen van GQ‘BOOLE, WoSs jEVONS, RoG° RASSMANN, E. SCHRODER

e.2 ., betreffende de logica.

§2. De propositie logica

De propositie logica houdt zich bezig met proposities, uitspra-
ken die al of niet waar kunnen zijn.

Neem bijvoorbeeld de volgende beweringen.

(1) 2x2 =75,

(2) 16149371 is deelbaar door 1234567,

(3) de maan is gemaskt van groene kaas.

(4) de tiemmilliardste decimaal in de decimale ontwikkeling van
is 2.

(5) de tiemmilliardste decimaal in de ontwikkeling van 7 is hetzij
éven, hetzij oneven,

(6) ©°<V3B of n° > /38,

(7) Amsterdam is een grote stad of Amsterdam is niet een grote stad.

Elk Uwer zal (1) als onjuist herkennen en (2) als waar. Elk
Uwer zal het er over eens zijn dat (3) hetzij waar, hetzij onjuist
is (al zullen er mogelijkerwijs enigen zijn die hun oordeel opschore
ten tot na de geslaagde landing van de eerste lunarnaut). Ook (L) is
ongetwijfeld hetzij waar, hetzij niet waar, ofschoon U niet meer in
staat zult zijn na te gaan (als bij (1) of (2)) welk van beide het
geval is; een spoedige eliminatie van deze onzekerheid is niet te

verwachten (zoals nog wel het geval is wvoor (3)).
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De vijfde propositie lijkt bij de eerste oogopslag nog ingewik-
kelder dan (4); maar dit is schijn: zodra U hem volledig gelezen
hebt weet U dat het een ware bewering is, niet gecqmpliceerder dan
de proposities (6) en (7).

De laatste drie proposities zijn alle van de vorm
(8) "hetzij a , hetzij niet a",

waarbij a een uitspraak is die ons niet nader behoeft te interes-
seren, Immers, iedere uitspraak van de vorm (8) is waar, ongeacht
de feitelijke inhoud van a., Welnu, men zou kunnen zeggen dat het het
doel is van de propositielogica, na te gaan welke uitspraken waar
zijn op grond van hun samenstelling, zonder gebruik te maken van de

eigenlijke inhoud.

Ter precisering van het bovenstaande voeren we de volgende no-
tatie in,

Proposities zullen worden aangeduid door kleine latijnse let=
ters, al of niet van een index voorzien, zoals PsQsTsPyaPye

Uit gegeven proposities kunnen we nieuwe vormen door ontkenning
(p en q, zowel p als q), disjunctie (p of q), implicatie (als p,
dan q), e.a. Voor deze zogenaamde éonnectieven voéren we in de sym~

bolen -1, A , V en + , Omdat echter de gewone omgangstaal wel eens
dubbelzinnig is (met neme waar het de connectieven "of" en "als...
den..." betreft), zullen we ons veilig stellen door=1,A , v en -+
formeel te definieren.

Deze definitie geven we de vorm van een tabel, de zogenaamde
waardetafel voor de connectieven. Zoals opgemerkt zullen we ons al=
leen interesseren voor het al of niet waar zijn van properties; als
we "waar" aanduiden door 1, en "onjuist" door 0, dan is e.g. V¥ vol=
komen vastgelegd wanneer we afspreken welke "waarde" (0 of 1) de uit-
sprask pV q heeft in de vier gevallen: p niet waar, q niet waar; p
niet waar, g waar; p waar, g niet waar; p en g beide waar. M.a.w. V¥,
en evenzo A, ~7en + , zijn volkomen vastgelegd door de volgende
tabel: »
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pva

pAQ

b*a

- . O O Ik

- O = O !

- O O O

O QO = -

— ) med was

Voor iedere propositie die opgebouwd is uit proposities PysPpseocsPp

met behulp van de connectieven V, A, 1, » kunnen we nu ook een waar-
detafel op stellen,

Voorbeeld 1,

(10)

(py > p,)A(p, > p1)

Py | P5 || Py> D5 | o> Py | (P> po)A(D,>py)
0 |0 1 1 1
0 |1 1 0 0
1 ]o0 0 1 0
1] 1 1 1 1

Definitie 1 Voor de uitspraak (p1+ p2)A(p2->p1) voeren we in de afw

korting P 4>DPyo Op deze wijze is een nieuw connectief &%, gedefi-

nieerd, coimplicatie genaamd.

Voorbeeld 2,

(— (p1 v p2) ) &> (= PlA’IPZ)e

P,|Pp| |PYP, (R VR,) P, b, P A D, [ (D v, ) e P A D)
0 |o 0 1 1 1 1
(11) {0 |1 1 0 110 0 1
1|0 1 0 0|1 0 1
1] 1 0 0]o 0 1

Definitie 2

Een propositie g, opgebouwd uit proposities PysPpsocosl

n

met behulp van de connectieven V¥ ,A,™ 1, + , heet een tautologie (in

p1,p2,oaoopn), indien hij de waarde 1 heeft van alle mogelijke waar-

&
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den van p1,p2,,ooo,pn°

Tautologieen nu zijn uitspraken die altijd waar zijn, enkel op
grond van hun logische opbouw en onafhankelijk van hun feitelijke

inhoud.,

Opmerking 1. Er zijn uitspraken die waar zijn op logische gronden

zonder een tautologie te zijn; op deze logische gronden stuit men bij

een nadere analyse van p1,p2,ooo,pno Vgl. §5.

Opmerking 2, Het feit dat we iedere tautologie als altijd-waar bew

schouwen impliceert dat we ons bezig houden met de klassieke (niet-

intuitionistische) logica. In het bijzonder accepteren we het be-

ginsel van het uitgesloten derde: py =—p is een tautologie.

Opgave 1. Ga na met behulp van waardetafels dat de volgende Propos=

sitievormen tautologieen zijn:

(1) p~> (qa~>0p)

(2) (p>(a=»r))>Up>q)~>(p~>1r))
(3) &p »-g) > (@ > p)

(1) (p + qQ)e>btpva),

(5) (pAqg)e»=i(~pv—q),

(6) e po

(1) pv=—p.

(8) (pvple— po

(9) »~>(pval.

(10) (pva)e—>(qvp),

(11) (pv(gvr))es((pva)vr).

(12) ((pva)ar)er((par)v(gar)).

Opgave 2, Welke van ondersteande propositievormen zijn tautologieen:

(1) p~+ (paa).

(2) =p > (p > a)

(3) (pva))e—s(p +q).

(4) (pe» (geor))es((penq)esr).
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(5) ({p>a)A(a>1r))»(p>r)
(6) =p » (pVva).

(7) ((pa=alr r)espa—(qvr),

(8) ((pesq))es((pa-ig)v(paq)),
(9) (p =+ —q) » (q »=r),

(10) ({(p > =3q) + (¢ » —r)) » ((pvr) »—q),
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§3, Verband tussen propositielogica en boole=algebra's

Voor de beschouwingen in deze paragraaf is het nuttig onze voor-
raad proposities wat exacter te omschrijven.

We gaan uit van een-aantal - eindig veel of eventueel aftelbaar
oneindig veel = primitieve proposities, proposities die we niet na-

der analyseren. Deze duiden we aan met met
Py 9P29P39°°°9Pns°°°

Voor P, schrijven we soms gemakshalve p. Verder beschouwen we alle
proposities die uit deze primitieve proposities zijn opgebouwd door
middel van de connectieven v, A, 1, , en geen andere. Voor deze
proposities gebruiken we letters als a,b,cy000 o Zij vormen een ver-

zameling P,

Definitie 1, Twee proposities a,b €P heten equivalent als ze dezelfde

waardetafel hebben., Notatie: aZb.

Opmerking. Als men de waardetafel van twee proposities a,b wil verge-
lijken, dan dient men uit te gaan van alle primitieve proposities die

hetzij in a, hetzij in b, hetzij in beide optreden,

Voorbeeld 1. pv (gpa—1q) is equivalent met pvp

Pl q a| aA=vq | pvp | pviaa—aq)
ol o 1 0 0 0
ol 1 0 0 0 0
110 1 0 i 1
111 0 0 1 1

Stelling 1. De relatie = tussen proposities is inderdaad een equi-

valentierelatie; dow.z, voor willekeurige a,b,ceP geldt:
(1) a = ag
(2) als a
(3) als a

b, dan b
benbd

63
1]

a;

c, dan a = c,
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B-wijs: evident.

Wanneer a een propositie is, dan schrijven we ]:a] voor de ver=

zameling van alle proposities die met a equivalent zijn:
[a] ={b|bePenaz=1p},

Uit stelling 1 volgt dat twee verzamelingen [a] en [b] 8f samenval-
len (nl. indien a ¥ b), 8f disjunct zijn: [a]n [b] = @ (nl. indien
a D)

Definitie 2 O= [pa—p] , I = [pv—op].

Stelling 2, a&I dan en slechts dan indien a een tautologie is,
d.W.zo. als in de waardetafel van a in de kolom onder a alleen 1 voore
komt, Evenzo: z2€ Qdan en slechts dan als =va €I, d.w.z, als in de
waardetafel van a ’in ‘de kolom onder a slechts nullen staan.
Bewijs

Dit volgt uit het feit dat pv—p een tautologie is, terwijl

pA=1p =77(pv-1p),

Stelling 3. Dan en slechts dan geldt a = b, indien de propositie

a<—>Db een tautologie is.

Bewijs
Volgt onmiddellijk uit de waardetafel voor < .

Anders gezegd: [a] = [b], dan en slechts dan indien ['ae-)b:] = I,
Vgl. ook stelling 5.

Voorbeelden,

2. a >b  1is equivalent met =avb,

3, aAbd " " " ~i(=rav=db).
b, aanbd " " " bAa.

5. aA(bac)" " " (anb)Ace

6. avbd " " " bva.

T. av(bve)" " n (avb)v eo

8. av(bae)" " " (avblalave).

9. aA(bve)" " " (aAab)V(apc).



59

Definitie 3. Voor a,b6 P definieren we

[a]u [o] = [avi];
[l [b] = [aav];
[a]® [ al.

Stelling 4, De verzameling I van alle equivalentieklassen [a], agP,

1t

is een boole-algebra t.0.v. de operaties U, en ', met D als nul-

element en I als eenheidselement.

Bewijs :
We moeten aantonen: als o,B,y € T - zeg a=[a],B=[b], v= [c],

waar &,b,c €P = dan:

Alo ot B=BlJo 3 oM B=RITa .
A2, a b (BT y)=(aw B)FT(ady) ;
afM(Bwy)=(an1 B)U(arv)e
A3, OUa=ayO0=a ; IMo=a M I =a.
A, ada’= I ; arta® =0

Op grond van definities 2 en 3 betekent dit dat we moeten bewijzen:

Bl avbEZbva ; adbibAa.
B2, av(bAac)z(avb)A(ave);
aA(bve)s (aab)v(anc).
B3, (pa—1p)vazazav(pa—1D)
(pv—yp)Aaz=azaA(pv=—ip).
Bi, av=r1a €l; an=38 60 .

Voor Bl en B2 verwijzen we naar de voorbeelden 4,6,7,8. Voor B3,

vgl. voorbeeld 1. Voor Bh kan men gebruik meken van stelling 2.

We schrijvén o= B in 1 als afJB=a (of, wat daarmee gelijkwaardig
is, als aWB=B); vgl. hoofdstuk II §1 opmerking 1 (pag. 26/27).

Stelling 5. a + b is een tautologie dan en slechts dan als [a] ¢ [b].

Bewijs.

Daar a + b=z™1avb (zie voorbeeld 2), is

[a > v]=fravi]=[a]'u [b];
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dus a + b is een tautologie dan en slechts dan als [&] 't [b]=I, i.e.

als [a] r [b:[ °

Gevolg. Als a en a > b beide tautologieen zijn, dan is ook b een
tautologie (MODUS PONENS),

Bewijs.
Uit [a]=I en [a]c [b] volgt [b]=I.

Stelling U4 heeft tot gevolg dat allerlei resultaten uit de
theorie der boole-algebra'’s toegepast kunnen worden op de propositie-
logica. Zo bestaat, voor iedere propositie, een ermee equivalente

conjunctieve normaalvorm, en evenzo een ermee equivalente disjunc=-

tieve normaalvorm. Verschillende stellingen uit hoofdstuk II kunnen

zonder meer vertaald worden; bijvoorbeeld levert II §1 stelling S:

voor willekeurige a,b,c,d&P geldt

(1) a > a is een tautologie;

(2) als a » b en b+ a tautologieen zijn, dan geldt a = b;

(3) als a > b en b+ c tautologieen zijn, dan ook a = c;

(4) als a +c end + d tautologieen zijn, dan ook (avb) + (cvd);

(5) als ¢ +aen d -b tautologieen zijn, dan ook (cAd) + (aAb);

(6) als a + b een tautologie is, dan ook —7b> =Ta, en omgekeerd.
Opgaven.

1. Welke van de volgende proposities zijn equivalent:

(1) py> =103

(2) p,v—p,;

(3) —1p, > py3

(k) 7 (p,Ap,);

(5) (pya py) > (pyn(=vp3))s

(6) ((p)vp,)a—rp,;

(1) =7 ((=rp,) » )

(8) (py » (7rpy)) v ipgv (7rp5))s
(9) (py > (7)) A (pyv (=p5))s
(10) (=rp) v (T7p, ).
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2, Als men uitgaat van eindig veel primitieve proposities
PysPpsecesP s dan is de boole=algebra Il atomair, met o atomen.
s sy s o, o n .
Bijgevolg kan men uit n primitieve proposities 22" onderling

niet equivalente proposities opbouwen. (Vgl. II §4, opgave 5).

3. Als men uitgaat van oneindig veel primitieve proposities
PysPpsoccs dan bevat de boole-~algebra I geen enkel atoom.

§4i, Predikaten

In de wiskunde werken we vaak met uitspraken die geen propo=-

sities zijn in de zin van het voorgaande.

Voorbeelden.

(1) x< =1 of x> 1,

(2) n(n+1) is deelbaar door 2.

(3) X« N (N staat voor de verzamelingen der natuurlijke ge-
tallen)

(4) X heeft ten hoogste aftelbaar veel elementen.

(5) |x=1] <€,

(6) Ae= AuB,

De uitspraak (1) wordt tot een propositie wanneer we voor x een reéel
getal invullen (deze propositie kan waar zijn of niet, dat hangt er
van af welke x we invullen). De uitspraak (2) wordt een propositie
als we voor n een natuurlijk getal invullen; (3) en (4) worden propo-
sities als we voor X een verzameling substitueren. In (5) en (6) moe=-
ten we twee variabelen vervangen: in (5) bijvoorbeeld x door een
redel of complex getal, € door een positief re8el getal.

Een uitdrukking waarin nog een variabele optreedt noemt men een
predikaat. Voor predikaten is een soort functie-notatie gebruikelijks:
P(x), P1(x)9 Q(xj,xe)9 etc, Schrijven we bijvoorbeeld P(x) voor het
predikaat x < =1 en Q(x) voor het predikaat X > 1, dan kunnen we uit-

spraak (1) weergeven door

P(x) v Q(x).
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(De logische connectieven, ingevoerd in 2, gebruiken we ook
om uit predikaten nieuwe predikaten op te bouwen). Deze -uitspraak

(_)vQ(x) is niet een propositie, maar
P(!)valz)

1s er wel een (en wel een onjuiste), en

P(5) v Q(5)

is er ook een (en wel een ware). Als we R(x,y) schrijven voor het
predikaat x?<y, dan 18 R(x,;=1) nog geen propositie: weliswaar is de
variabele y door een constante =1 vervangen, maar de variabele x komt
nog vorr. Dus {g R(x%s=1) nog steeds een predikaat; en wel valt R(x;—1)
cam~¢ met het predikaat P(x).

Er zijn nog andere methodec om uit uitspraken als (1)-(6) propo-

sities te vormen. Zo kunnen we uit (1) vormen:
B

" (7) Voor ieder redel getal x geldt: x< -1 of e >1,

hetgeen een onjuiste propositie is, en ook

r 18 een reeel getla X zodanlig at: x< =1 of x >
(8) Er i 8el getal x zodanig dat 1 of x°>1,

hetgeen een ware propositie is.
We voeren hiervoor een afkortende notatie in: als P(x) een wille-

keurig predikaat is, dan schrijven we

(Vx) p(x)

voor de uitspraask

"voor iedere x is P(x) waar"

en

(3x) #(x)

voor de uitspraak d

"er is een x zodanig dat P(x) waar is".

Men noemt 14 en 3 kwantoren.

£
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Voor een zinvol gebruik van kwantoren dient bij iedere toepas=
sing duidelijk te zijn welke subjecten voor de variabelen X;¥;c.. ge=-
substitueerd mogen worden; anders gezegd, welke verzameling I de va-
riabele X,¥,... doorlopen. Deze verzameling I mag natuurlijk van geval
tot geval verschillend genomen worden.

Kwantoren kunnen ook losgelaten worden op predikaten met meer
dan &én variabele., De situatie is analoog aan die voor substitutie:
als we in een predikaat R(x,y) voor y een constante invullen, bijv.
het getal «1, dan resulteert en predikaat, R(x,=1). Evenzo levert

kwantifikaetie naar y van R(x,y) ons een predikaat: (Vy) R(x,y), of

(1y) R(x,y). Verder kunnen we nog vormen: (W x) R(x,y) en JAx)R(x,y).

Voorbeelden.

(9) zij R(x,y) het predikaat xz_ye, waar x en y de verzameling

der re&le getallen in het interval [«1,+1] doorlopen. Dan is
(3 7)R(x,¥)
een predicaat in x, en wel het predikaat: x> 0. Evenzo is
(¥ y)R(x,3)
een predikaat in x, dat ook te schrijven is als: x=1
(10) Zij P(x,y) het predikaat x<y, waar x en y de verzameling
N der natuurlijke getallen doorlopen. Dan is
P(x,y) A P(y,z)
een predikaat in drie varisbelen, x,y en z, en
dy) (P(x,y) A P(y,2))

is weer een predikaat met twee vrije variabelen. Dit predikaat komt

overeen met het predikaat: z=-x>2, Evenzo is
(Y x) (P(x,y) + P(x,2))

een predikaat met twee vrije variabele, y en z, dat ook geschreven
kan worden als: y <z,

Voorts is

. (3 )V x)(P(x,y) + P(x,2))
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een predikaat met slechts z als vrije variabele, en
(YV2) (V) (B(x,3) » B(x,2))

een predikaat met y als enige vrije variabele. Dit laatste prediew

kaat is equivalent met het predikaat y=1.
(Y2) (Vx)((x,3) > P(x,2))
is een onjuiste propositie, evenals
(YN (V2 (V) (Blx,y) + B(x,2));
en
(V2) (Y x)(Blx,1) > P(x,2))
is een ware propositie, evenals

(I Y2y (V) (Blx,y) » B(x,2)).

We gebruikten reeds de term "vrije variabele". Een variabele x heet

gebonden in een samengestelde uitdrukking, als hij in die uitdrukking
voorkomt binnen het werkingsgebied van een (V¥ x) of een (3 x). Is dit
niet het geval, dan zeggen we dat x vrij voorkomt in dié uitdrukking.

(Deze omschrijving is nog erg vaag; voor een exactere definitie
zie men bijvoorbeeld W.V.0. QUINE, Mathematical logic; Harvard

University Press, Cambridge, Mass., 1951).

Definitie Een uitsprask A, opgebouwd uit predikaten d.m.v. logische
connectieven en kwantoren, heet gesloten als hij een propositie isg
i.e. als in A geen vrije variabelen voorkomen.

Komen in A wel vrije variabelen voor, zeg XqsXpge005X g dan heet

(V) (V) oo (W )a

de afsluiting van A.



65

85. Predikatenlogica

In de predikatenlogica abstraheert men van de feitelijke be-
tekenis van de predikaten; evenals in de propositielogica tracht
men het al of niet waar zijn van een uitsprask vast te stellen op
formele gronden, door onderzoek van de wijze waarop een uitsprask
d.m.V. connectieven en kwantoren uit andere proposities en predi-
katen is opgebouwd.

Bij de formele predikatenlogica gaat men daarbij uit van een
voorraad variabelen (het is altijd prettig bm voldoende variabelen
ter beschikking te hebben; meestal neemt men aan dat er aftelbaar
oneindig veel zijn: X3¥525X5¥52Z5Xp5000 )o Voorts onderstelt men dat
er voor iedere ne€N aftelbaar oneindig veel primitieve predikaten in
n variabelen gegeven zijn (een primitieve propositie beschouwen we
als een predikaat in O variabelen). Uit deze voorraad primitieve pre=-
dikaten worden willekeurige predikaten opgebouwd m.b.v de connectie-
ven VvV, Ay™1, * en de kwantoren V, 3 s Volgens welomschreven re-
gels.

Vervolgens moet worden vastgelegd welke gesloten uitspraken
(een gesloten uitspraak is immers een propositie) als waar gekwa
lificeerd moeten worden, Voor de predikatenlogica blijkt dit een
veel moeilijker zaak dan voor de propositielogica, en wij zullen
om die reden ervan afzien een definitie van ware uitspraken te geven.

De term "tautologie" houden we aan voor uitspraken die "tau-
tologisch opgebouwd" zijn uit gesloten uitspraken; d.w.z. die uit
een tautologie van de propositielogica kunnen worden verkregen door
gesloten uitspraken te substitueren voor de primitieve proposities
(als een primitieve propositie op meerdere plaatsen voorkomt, moet
op al die plaatsen uiteraard telkens dezelfde gesloten uitsprask

ingevuld worden).

Voorbeelden,

(1) (Vx)P(x)v ~1 (Vx)P(x).
(2) (Ix)(Iyalx,y) » (Ix)(Iy)alx,y).
(3) ((Vx)((Iy)ply) » Rlx,3)) A (F2)2(2)) > (I 2)p(2).
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Behalve tautologieen-zijn er echter nog andere logisch ware

uitspraken.

Voorbeelden,

(%) (3x)=18(x)) > =1(Vx)P(x).
(5) (Yx)(B(x) a ax)) > (Vx)p(x) 4 (Vx)a(x),

(6) pP(a) » (3 x)P(x), wanneer a een element is uit de verzameling

waarover x varieert.

Wanneer eemmaal vastgelegd is welke gesloten uitspraken waar
zijn, kan men definieren wanneer twee gesloten uitspraken A en B
equivalent zijn: A = B dan en slechts dan (per definitie), wanneer
Ae->B waar is. Dan blijkt = weer een echte equivalentiérelatie te
zijn. \ ,

In de klassieke predikatenlogica is het formele gﬁarheidsbe-

grip op een zodanige wijze vastgelegd, dat o.a. het volgende geldt:

Stelling 1.

1o 2 (Y0)p(x) = (3x)=p(x);

2. (Vx)p(x) = (Vy)p(y)s

3. (V(Vy)r(xy) = (Vi) (Vx)p(x,y);

L. (Vx)P(x) A (Vx)alx) = (Vx)(P(x) A Q(x));

S (Vx)P(x) A (Vy)aly) = (Vx)(Vy)(p(x) A Qly)).

6. (Vx)p(x) v (Yy)aly) = (V) (Vy)(2(x) v aly)).

I- (Vx)(a > P(x)) = A > (Y x)P(x), wanneer in A de variabele

x niet vrij voorkomt.

Van belang is ook dat de volgende regel geldt (MODUS PONENS):

als A en A - B beide waar zijn, dan is ook B waar.
Voorbeeld.

(1) Er geldt: (Vx)P(x) == (3x) —p(x).
Dit kan men metvgebruik van modus ponens afleiden uit stelling 1,
tezamen met het gegeven dat alle tautologieen waar zijn, en wel als

volgt:

&
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(aesb) + (1 ae=1b)
is een tautologie, dus
(=(Vx)P(x)es (3 ) =1P(x)) + (7 =1(Vr)P(x)e>=1(T x)=P(x))
is waar. Volgens stelling 1,1. is ook
= (Vx)p(x) <> (3 x)=B(x))
waar. Met behulp van modus ponens conclggeren we dat
~(Vx)P(x)> =2 Ix) =P (x)
een ware uitspraak is; moa.w.
7Y 2)p(x) = = () =p(x).
Aangezien ook
(V0p(x) =17 (Wx)P(x)
(immers p4»—=1p is een tautologie), volgt inderdaad dat
(Vxr(x) = =7(Ix)=p(x).

Op een dergelijke wijze kan men uit stelling 1 afleiden:

Stelling 2,

1. (Vx)P(x) 2= (Fx)=P(x);

2. (Jx)P(x) = ~7(Vx)~wp(x);

3. (@A 0rx) = (Vx)= p(x)s

o (I 0rx) = (3 y)ely)s

5. (3T yIPp(xy) = (Iy)(Ix)P(x,y);

6. (dxPx) v (Ix)alx) = (Ix)(p(x) v alx));

T. (3 x)(P(x) + &) = (3 x)P(x) + A, wanneer in A de variabele x
niet vrij voorkomt.

Voorbeelden,

(8) (Vx)P(x) v (Vx) )Q(x) is niet equlvalent met (\/x)(P(x)\/Q(x))
(ef. stelling 1,4 en stelling 2,6).
Neem e.g. voor P(x) het predikaat "x is even", en voor Q(x) het

redikaat "x is oneven", waarbij x de verzameling der natuurliike
P ) Jd g

F:3
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getallen doorloopt. Dan is (\/x)(P(x)\/Q(x)) waar, maar
(Vx)P(x) v (¥ =)Q(x) niet.

Dezelfde keuze van P én Q toont dat

(3 x)p(x)n (Ix)alx)  en (I x)(B(x) A Qlx))
niet equivalent zijn.
(9 (J(Vyrxy) en (Vy)(In)p(x,y)

zijn niet equivalent. o

Neem e.g, voor P(x,y) ie! predikeat "x3 y", vaarbij x en y weer
varieren over de verzameling N der riétuurlijke getallen. Dan is ‘
(Vy)(3x)(x>y) waar, maar (3 x)(Vy)(x> y) is onjuist.

Een ander tegenvoorbeeld krijgt men door voor P(x,y) het
predikaat: "x is de vader van y" te nemen, en x en y te laten varieren
over de verzameling van alle mensen.

Wel is de volgende uitspraak logisch waar:

(I (YVy)ptx,y) » (V) (x)P(x,y).

Voorbeeld (9) illustreert o.a. het verschil tussen de begrippen

continu en uniform continu. Laten we ons gemakshalve beperken tot

functies op het interval [0,1]0 Laten x en y variabelen zijn die varieren

over ,[b,ﬂ,en eend variabelen die varieren over de verzameling der positieve

reéle getallen. . R . .. .
Dé functie f is continu in a & [O,‘i] indien de uitsprask

(Ve)(Ta)(Vy) ((Jamy[<6) > |£(a)=t(y)] <¢)
waar is, Gemakshalve korten we het predikaat
(Vi) (x=y| < 6> [£(x)=£(y) | <e)
af door P(x,agé)o Dan is f dus continu in 2 €[0,1] indien
(V) (3 6)P(a4e,6)e

De functie f heet continu in [0,1] indien hij continu is in ieder

punt van L‘O,,ﬂ s dus indien
(Vx)(Ve) (3 6)P(x,e,6)

een ware uitspraak is. Volgens stelling 1,3 is deze uitspraak

&
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equivalent met
(Ve (Vi) (3 0)2(x,e,6).
Daarentegen heet f uniform continu in [0,1] indien

(VE)( 3 6)(Vx)P(x,e,6)

waar 1s.

86, Predikatenlogica en verzamelingenalgebra.

Zij I een vaste verzameling, en beschouw predikaten P(x) in
€én variabele x, waar x varieert in I. Elk dezer predikaten bepaalt

een deelverzameling P(x) van I:
P(x) = {a€I | P(a) is waar}.

Omgekeerd bestaat er voor iedere deelverzameling A van I een predikaat

P(x) zodanig dat A=P(x); voor P(x) kan men e.g. nemen het predikaat
x€ A,

OBmerkingo In de notatie sz5 beschouwe men x als een gebonden

variabele (die dan ook door een andere variabele mag worden vervangen:

Blx) = BlyN).

Stelling 1.

1. P(x)v Q(x) = P(x)uQlx);
2. P(x)A Q(x) = P(x)nQ(x);
3. = B(x) = P(x)'.

Het bewijs is evident. Hetzelfde geldt voor de beide volgende.

Stelling 2,
1. (Vx)P(x) is waar dan en slechts dan als B(x) = I3
2, (BX)P(X) 1 " woon " n 9 "P"z—‘yx # ¢°

Stelling 3. (Vx)(P(x) + Q(x)) is waar dan en slechts dan als

Plx) € Alx)s
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Gevolg., P(x) = Q(x) dan en slechts dan indien (\/x)(P(x)<—9»Q(x))

waar 1s.

Opmerking. De traditionele logica hield zich hoofdzakelijk bezig

met uitspraken, opgebouwd uit

prediksten met é8n variabele (theorie

van de syllogismen). Sinds het midden van de vorige eeuw is daarbij

het boven vermelde verband met de verzamelingenalgebra intensief ge=

8xploiteerd (J. VENN e.a.).
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Colloquium verzamelingenleer met toepassingen

Spreker: M.A. Maurice
Datum : 6 mei 1964

IV. Enige opmerkingen over de opbouw van een deductieve theorie,

i.h.b, de verzamelingenleer,

Axioma'’s; i.h.b., het keuze-axioma.

§ 1. Inleiding

1.1. In de wetenschappelijke werkwijze maakt men gebruik van

redeneringen,. het logisch aanéénsluiten van uitspraken. Uitspraken

beweren iets; ze kunnen juist of onjuist zijn. Logische conclusies
uit juiste uitspraken zullen zelf weer juist moeten zijn. Een juise
te uitspraak heet ook wel een stelling.,

Het is duidelijk dat in deze omschrijving allerlei vaagheden
voorkomen, met name wat de begrippen "logisch" en "juist" betreft.
We zullen voorlopig echter van deze vaagheden afzien en ons vVoor-
stellen, dat we precies weten wat we onder een "logische redenering"

en een "juiste uitspraak" verstaan.

1.2. Er is echter, naast het gebruiken van logische redeneringen,
meer nodig om een wetenschappelijke theorie op te bouwen: men moet
ergens beginnen.

In de eerste plaats kiezen we een stel uitdrukkingen uit, die
in de betreffende wetenschap een betekenis hebben, en die ons zonder
verdere toelichting begrijpelijk voorkomen; deze uitdrukkingen zul~

len we ongedefinieerde termen noemen. Uitdrukkingen waarvan de

betekenis wordt vastgelegd door middel van de ongedefinieerde termen

en van reeds eerder verklaarde termen, zullen we gedefinieerde termen

noemen; de zin die de betekenis van een gedefinieerde term vastlegt,
heet de definitie van die term. )
In de tweede plaats kiezen we een stel uitspraken in termen van

de beschouwde wetenschap, die we zonder verdere argumentatie als juist

&
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aanvearden; deze uitspreken zullen we axioma's noemen. Andere uite
spraken zullen alleen dan als juist worden aanvaard als we erin
slagen, uitgaande van de axioma's en van reeds eerder als juist
aanvaarde uitspraken, de juistheid ervan aan te tonen m.b.v.

logische redeneringen; zulke uitspraken heten stellingen of theorema's.

Het betoog dat dient om een theorema aan te tonen, heet een bewijs van
dit theorema.

Een op deze wijze opgebouwde theorie heet een deductieve theorie.

J.3. In het algemeen wordt in een wiskundige theorie nog wel aandacht
besteed aan de axioma's, maar de toegepaste logische redeneringen wor-
den voor het merendeel slechts intuitief op hun juistheid beocordeeld.

In § 2 zullen we ons baseren op zo'n "intuitieve" opbouw van een
wiskundige theorie, en wel van de verzamelingenleer; ook axioma's
worden dan niet expliciet voorondersteld: men gaat slechts uit van het
intuitieve begrip "verzameling". Het zal dan blijken, dat een oncritisch
gebruik van intuitief-logische begrippen tot tegenspraken leidt.

Dit betekent dus, dat een strengere opbouw van de verzamelingen-
leer noodzakelijk is. Bijvoorbeeld zal duidelijk moeten zijn, welke
axioma's we precies gebruiken. Dat zal echter niet voldoende zijn: ook
wat we als logische redenering toelaten zal“duidelijk moeten vaststaan.
In § 3 zal een beschrijving worden gegeven van de methoden die zijn

ontwikkeld tot verwerkelijking van de gestelde eisen.

§ 2, "Intuitieve" verzamelingenleer

2.1, Een omschrijving (geen definitie) van het begrip "verzameling"
zou men aldus. kunnen geven: een verzameling is de samenvatting tot
&én geheel van onderscheidene objecten, zodanig, dat men kan uitmaken,
welke objecten w8l en welke niet tot de verzameling behoren.

Als een object x tot een verzameling V behoort, dan zeggen we ook

dat x element is van V en we schrijven

x &€V,
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De rekenregels voor verzamelingen (de vorming van de vereniging,
~ de doorsnede etc.) zijn behandeld in I, § 2 (blz 6, e.vo)e

De woorden "klasse", "familie", "collectie" worden voorlopi
2 ? Plg

gebruikt als synoniemen van het begrip "verzameling",

2.2, le paradox (Russell):
Zij £ de klasse van alle verzamelingen A, die zichzelf als element

bevatten (A € A), en zij B de klasse van alle verzamelingen B, die
zichzelf niet als element bevatten (B ¢ B),

Daar elke verzameling Of wel 3f niet zichzelf als element bevat,
behoort een willekeurige verzameling V of tot £ SF totﬂa.

(i) Als Bef, dan volgt Be B (definitie van A)

(ii) Als Be B, dan volgt B¢ B (definitie van ).

Dit is een tegenspraak.

2e paradox (Russell):
Een eigenschap noemen we praedicabel, als hij op zichzelf van toe-

passing is; zo is "abstract" een praedicabel begrip,"concreet"daaren-
tegen niet.

Zij nu A de verzameling van alle praedicabele eigenschappen, en
zij B de verzameling van alle impraedicabele eigenschappen. _

Het is duidelijk, dat een eigenschap 8f tot A, 3f tot B behoort
We onderzoeken nu of het begrip "impraedicabel (t)" tot A of tot B
behoort:

(i) Als t e A, den is ¢ praedicabel en dus impraedicabel

(ii) Als t ¢ B, dan is t impraedicael en dus praedicabel,

Dit is een tegenspraak.

3e paradox (Richard)

Beschouw de verzameling V van alle zinnen uit de Nederlandse taal,
waarin ten hoogste 1000 tekens (letters, komma‘’s, punten etc.) voorkomen,
Het is duidelijk dat V eindig is. Verder heeft V een deelverzameling,
die bestaat uit alle zinnen, die een getal definieren. Zo zijn eindig

veel getallen gedefinieerd (misschien sommige op meer dan &&n manier).
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Dearonder is een grootste. Schrijf dan op de zin:
"Neem het grootste getal, dat we met duizend tekens kunnen ver-
krijgen. Neem het getal dat ontstaat door bij het eerst verkre-
gen getal €&n op te tellen".

Hiermede is de paradox een feit.,

2.3. Er zijn nog vele andere voorbeelden te geven van paradoxen,
We geven er nog twee, waarin de - later te behandelen - begrippen

"kardinaalgetal", "ordinaalgetal", "welgeordende verzameling" optreden.,

he paradox:

Beschouw de vereniging V van alle verzamelingen° V heeft een kardiw
naalgetaldl dat groter is dan of gelijk is aan elk ander kardinaalgetal
(een verzameling met dit laatste kardinaalgetal is een deelverzameling
van V).#% is dus blijkbaar het grootste kardinaalgetal. De familie
van alle deelverzamelingen van V heeft echter een kardinaalgetal dat

groter is dan 7Y

Se paradox (Burali-Eorti):
De verzameling van alle ordinaalgetallen is welgeordend en heeft
dus zeker ordinaalgetal p., u is dan groter dan elk ander ordinasle

getal; contradictie: u + 1 > u,

2.4, Paradoxen, zoals hier gegeven, ontstaan in feite doordat we meer
zeggen dan we kunnen verantwoorden:we "definieren" verzamelingen zon-
der dat een criterium bestaat, waarmee we kunnen beslissen of onze
definities misschien helemaal geen betekenis hebben = hetgeen toch

mogelijk is.

§ 3. Enige opmerkingen over "de logica" en de logische opbouw van

een deductieve theorie

3.1 De logica, in het algemeen, is de wetenschap die zich bezig-
houdt met het onderzoek en de beschrijving van de regels van de
strenge bewijsvoering, en die tot doel heeft redeneermethodem te onte-
werpen die in een wetenschappelijke theorie kunnen worden gebruikt

&
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zonder tot tegenspraken aanleiding te geven. Globaal gesproken
betekent dit, dat men zich rekenschap tracht te geven van de stappen
die in wetenschappelijke redeneringen feitelijk voorkomen; in sommige
gevallen zal men de betreffende redenering verwerpen, terwijl men in
andere gevallen zal besluiten dat aan de gegeven redenering een "al-
gemeen logisch principe" ten grondslag ligt, dat dan als een "zuiver
logische redenering" wordt erkend. Het resultaat zal zijn dat men een
systeem van uitspraken en redeneerwijzen heeft, die alle als correct
worden aanvaard. Zo'n systeem heet dan een logica.

Indien een deductieve theorie (bijv. de verzamelingenleer) vol-
gens de in § 1 aangeduide beginselen wordt opgebouwd, dan wordt hij
gegrondvest op een logica; dat houdt in, dat alle uitdrukkingen en
stellingen van de betreffende logica op dezelfde wijze worden behan-
deld als de ongedefinieerde termen en de axioma's van de deductieve
theorie, die we op het oog hebben.

Daar men zich op meer dan €&n logica kan baseren en daar men op
meer dan &&n manier ongedefinieerde termen en axioma's voor een (in
intuitieve zin) zelfde theorie (denk weer: verzamelingenleer) kan
kiezen, zal dezelfde theorie meer dan &&n deductieve opbouw toelaten.
Omdat men bij de deductieve opbouw natuurlijk zo dicht mogelijk zal
aansluiten bij wat intuitief bekend is, zullen de verschillen in het

algemeen niet essentiel zijn.

3:2. Reeds bij Aristoteles komt een dergelijke logica voor. Het voert
te ver een bespreking van deze "aristotelische logica" te geven. Bij

wijze van voorbeeld zij slechts herinnerd aan een zeer bekende onder

de vele redeneringen (sluitredenen, syllogismen), de zg. "barbara":

Alle mensen zijn sterfelijk major
praemissen

Socrates 1s een mens minor
Socrates is sterfelijk conclusie

Ook het begrip "deductieve wetenschap" in de algemene zin, zoals
omschreven in § 1, treft men, met kleine variaties, in feite reeds bij

Aristoteles azan.
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3:3. De aristotelische logica is eeuwenlang aangezien voor een weten-
schap die het eindpunt van 2ijn ontwikkeling (zelfs zeer kort na zijn
ontstaan) had bereikt. Geheel juist was dit intussen niet; er zijn
bijv. pogingen gedaan tot de constructie van een "wijsgerige taal":
zoals met behulp van cijfers rekenkundige bewerkingen kunnen worden
voorgesteld op zodanige wijze dat ze voor ieder begrijpelijk zijm,

zo zouden wijsgerige gedachten m.b.v. tekens op zodanige wijze moeten
worden weergegeven dat de bedoeling voor ieder duidelijk is.

Een groie vlucht heeft de ontwikkeling der logica echter pas ge-
nomen in het begin van deze eeuw. Het was toen’ duidelijk geworden = 0.a.
door de ontdekking der paradoxen - dat men, gebruikmakend van de
aristotelische logica en/of intuitief-logische redeneringen, enerzijds
niet ver genoeg kon komen en anderzijds het optreden van tegenspraken
niet kon vermijden.

De moderne logica - vaak ook symbolische logica genoemd - draagt

een sterk symbolisch karakter. Het is een systeem van tekencombinaties,
waarin we - als we ons beperken tot in hoofdstuk III ingevoerde begrip-
pen - twee groepen kunnen onderscheiden:

(i) de atomen, waartoe behoren de proposities (aangeduid met
letters p.q,...) en de predikaten (aangeduid door p(x), a(x), r(x,¥)scec.
met variasbelen X, ¥, oo.)

(ii) de operatoren, waartoe behoren de logische comnectieven
&7y A, V¥, >, <) en de kwantoren (3,V).

De uitdrukkingen, die met behulp van deze tekens, volgens vaste
regels worden opgebourdbehoren tot de predikatenlogica; i.h.b. die
uitdrukkingen waarin alleen proposities en logische connectieven
voorkomen zijn uitdrukkingen van de propositielogica.

Overigens is de moderne logica met de predikatencalculus in 't
geheel niet afgesloten. Hoe de verdere opbouw van de moderne logica
geschiedt, kan in dit bestek niet behandeld worden. Vermeld worde
slechts dat in het logische systeem bepaalde uitdrukkingen als uit~

spraken worden opgevat; uitspraken kunnen waar of onwaar zijn; of

een uitspraak waar is of niet, hangt slechts van de uitwendige

gedaante af (waardoor de logica zijn formeel, maar "objectief"

P
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karakter krijgt); ware uitspraken heten stellingen van de symbolische
logica.

De in § 1 en § 1.3 bedoelde opbouw van een deductieve theorie
kan nu ook formeel-symbolisch geschieden, indien men voor de on-
gedefinieerde termen en de axioma's symbolische uitdrukkingen gebruikt;

voorts moeten dan nog bijzondere definitie-regels (die de vorm van de

uitdrukkingen bepalen die als definitie in de theorie kunnen worden

aanvaard) en bewijsregels (die de soort van omzettingen beschri jven

waardoor uit een ware uitspraak uit de theorie een andere ware uit-
spraak kan worden afgeleid) worden opgesteld.
Opmerking: De symbolische logica zelf is in feite ook op een der-

gelijke manier opgebouwd.

§ 4, Het keuze-axioma

L,1. De strenge, axiomatische opbouw van de verzamelingenleer heeft
het oog gescherpt voor de precieze vorm van de toegepaste redeneer-

principes. Eén van deze principes is het keuze-axioma.

Opmerking:Daar de in de intuitieve verzamelingenleer gevonden betrek-
kingen voor een groot deel in de geaxiomatiseerde verzamelingenleer
worden teruggevonden, zullen we ons in het volgende baseren op de
kennis, die we uit de intuitieve verzamelingenleer hebben. Slechts
aan het bovengenoemde principe - het keuze-axioma -~ en zijn gevolgen
zal een bespreking worden gewijd. Nu zij reeds opgemerkt, dat het
keuze-axioma reeds lang voordat het expliciet werd geformuleerd in

diverse wiskundige bewijzen was gebruikt.

L.2, Onder een functie f met definitiegebied X =9f en waarden-gebied

Y = 92f verstaan we een toevoeging van de elementen van Y aan de
elementen van X, zodanig dat aan elke x € X precies één y € Y is
toegevoegd; deze y heet dan de waarde van f in x en we schrijven

y = £(x),
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We geven nu twee formuleringen van het keuze-axioma

c

( ) Indien {X }. ie I

llngen X is, dan bestaat er een verzameling A U A » zodanig
i€

dat A N X voor alle i € I uit juist één element bestaato

(02) Indlen {X }. ie1

dan bestaat een functle c, met ﬁ’c Ienc(i) e Xl voor alle i e I,

een disjuncte familie van niet-—lege verzame-

een familie van niet-lege verzamelingen X is,

Dat (C ) uit (C ) volgt is duidelijk, daar bij een disjuncte

familie {X } ; e 1 Voor A de verzemeling {c(i)}; kan worden

i€
genomen, waarb1,3 ¢ de keuze=functie uit (Cz) is,
Om te laten zien, dat (02) ook uit (01) volgt, gaan we als volgt
te werk: Als {X:L}l&I een familie van niet-lege verzamelingen is,
H T ——" I = 1 s o °
dan is {X! }1€I X! {(1,xl)| x;€X,}

van niet-lege verzamelingen. Kiest men A als aangegeven in (Cﬂ})g dan is

een disjuncte familie

Anx! = {xi} = {(i,x;)}voor alle i€I en voor zekere x;& X;. Voor ¢

kan men dan nemen de functie bepaald door c(i)=xio

Ogmerk1n§ Daar het product 1 X van een familie {Xi}i
jer *
zemelingen wordt gedefinieerd als de verzameling van alle functies f

van vers
el

met de eigenschappen

(1) @ =
(ii) Yier: £i)e X,

kan men het keuze-axioma ook aldus formuleren:

(Vier: x, #8) > 1 _x, 44

1€

4,3, Een verzameling X heet een (totaal) geordende verzameling, indien

in X een relatie < tussen de elementen is gedefinieerd met de eigen~

schappen

(i) Viex: x £ x
(ii) Vx,ygzﬁx': (x<y en y<z) +x<z
(iii) Vx,y@X: xsyof x<yof y<x

Voor x<y ("x kleiner dan y") schrijven we ook wel y>x ("y groter dan
xn)o

£ c heet een keuze-functie voor de fé.milie {Xi}ieI°
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Indien X een geordende verzameling is, en ACX, dan heet een ele-

ment a,& A het eerste element van A, indien 8,38 voor alle a€A,

Het is duidelijk, dat in een geordende verzameling niet elke niete

lege deelverzameling een eerste element behoeft te hebben.

Een geordende verzameling X heet welgeordend, indien iedere niet-
lege deelverzameling van X een eerste element heeft; i.h.b. heeft dan
X zelf een eerste element. De lege verzameling @ is per definitie ook

welgeordend.

Een belangrijke vraag is nu, of iedere verzameling X welgeordend
kan worden,; d.w.z. of het mogelijk is in X een relatie < tussen de
elementen te definieren op zodanige wijze dat X t.0.v. deze relatie
welgeordend is.

Het zal blijken dat men deze vraag, gebruik makend van het keuze-

axioma, bevestigend kan beantwoorden:

Welordeningsstelling: Iedere verzameling kan welgeordend worden.

Door E. Zermelo zijn twee bewijzen van deze stelling gegeven
(in 1904 en in 1908). Het nu volgende bewijs is essentiZel het tweede

bewijs van Zermelo,

L.4, Bewijs van de welordeningsstelling.

.g'.,o Zij X 7'4 ¢o
7Zij fHde familie der niet-lege deelverzamelingen A van X, Laat c

een keuze-functie voor deze familie zijn:

e =M
c(A)e A voor alle Ae &
Zij tenslotte A" = A » {c(A)}

b. Een familie K van deelverzamelingen van X heet een ’{)/»ketens indien

(1) XeKk
(ii) BeK,B# @ + B'€ K
(iii) B.€ X voor i€ J + (7 B.€ K
i .
1€ J

Het is duidelijk dat er Qj;ketens bestaan; bijv., is de familie

&
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Jg/ U {g} van alle deelverzamelingen van X een qywketena Voorts is zeer

gemakkelijk in te zien, dat de doorsnede m Kt van een familie ’Ij:-
teT
ketens K (teT) weer een '\7»keten isy i.h.b, is dus de doorsnede A

van alle 17’ =ketens in X weer een f\ywketen" het is duidelijk dat een
echte deelverzameling van A dan geen ’\ymketen meer is,

Co Er zijn verzamelingen A uit A met de eigenschap

(E) ocs Veea ; BCA of ACBg
bijv. is X zo'n verzameling., (Straks zal blijken, dat elke AgA
deze eigenschap heeft).,

Zij nus
0, = {B| B€4, BDA)
U, = {B| Bes, B A}
Vy = {B|B€A, BeA'}

(dus VAC U)o

Voor vaste A (A& Ay A met eigenschap (E)) vormt de familie

- U
H OA“VA {a}

weer een V=keten:
(i) X€0, of X = A, dus XeH
(ii) 2ij BeH, B # ¢
1, Zij B€0,; dan B'€ A, dus B'e 0, of B' = A of B'aU,,
Als B'e U, dan is B'G A en dus B' € A & B, waaruit
volgt dat er in B ten minste twee elementen voorko-
men, die geen element van B' zijn; dit is een tegen-
spraake
Dus B'e OA of B! = A3 derhalve B'e H,
2, Als B@.VAL@{A}9 dan is B'e VA” en dus B'e H.
(iii) zij B.@.H voor ied
1o Als B.€0,v {A} voor alle ie J, dan is

M Blﬁ oAu {A}c H
i€J

2, Als B €V, voor zekere i€J, dan is ﬂ B €V, CH,
A i€dJd A
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Daar A een minimale "\(Lketen is, volgt dus H = A,
Omdat nu enerzijds U,C A =H = 0 UVAU{A} en anderzijds UAﬂ OA =

A A
U,n {A} = @ volgt dat UACV s dus
U, =V, (1)

Hieruit volgt ook nog:
A’ heeft de eigenschap (E) (2).

Is vervolgens {D } een familie van verzamelingen uit A die de

mmeM
eigenschap (E) hebben, en is Z een willekeurige verzameling uit A,
dan is Dmc 7 voor zekere meM of Dm3Z voor alle m &My in het eerste
geval geldt voor D = m Dm dat D& Z en in het tweede geval is D>Z;

derhalve neM

D heeft de eigenschap (E) (3)

Daar tenslotte ook X de eigenschap (E) heeft, volgt uit (2) en (3) dat
de familie N van verzamelingen uit 4 die de eigenschap (E) hebben, een
“‘ymketen is. Daar A minimaal is, concluderen we dat N = A,
Conclusie: Elke verzameling uit A heeft de eigenschap (E); oftewel:
voor elk tweetal elementen A en B van A geldt, dat AcB of BC€A,
do Zij nu vg* een niet-lege deelverzameling van X.
De familie F der verzamelingen Q uit A die A omvatten is niet
leeg: X&F;y zij A, = ) Qo

0 QeF
Dan is A,eF, Indien nu c:(AO)élx9 den volgt dat Aj&F, in strijd
met Al @ Ay; derhalve c(!!.o)é!-‘\.o

Is vervolgens A‘i een andere verzameling uit A met AC A_, dan

19
is A, € A3 dus (daar U, =V, , zie (1)) volgt dat A .C A', Dat be~
0 1 A A1 0 1
tekent, dat'c(Al) ¢ Ays dus zdker c(A.]) ¢ a,
Conclusie: er is juist &&n verzameling A, uit A met de eigenschap
dat Ay A en dat c(Ao)é-? A.
e, Als men kiest A = {a}, dan volgt uit 't voorgaande dat er Juist
&én verzameling Ay in 4 is, met c(AO) = a3 in dat geval schrijven
= R(a)o

Het is duidelijk dat R(a) # R(b) als a # b,

we AO
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Als men kiest A = {a,b}, a # b, dan is c(AO)=a of c(Ao)=b9 z0=
dat A, = R(a) of A,=R(b). Daar R(a) # R(b) is R(a) &€ R(b) of R(b)e
R(a); in het eerste geval schrijven we b<a en in het tweede geval
a <b,
Dan geldt:
(i) Yxex: x £x
(ii) ngyéxg x=y of x<y of y<x;
voorts volgt uit R(y) € R(x) en R(z) € R(y) dat R(z) € R(x), hetgeen
betekent '
(idii) %qyﬂéX:(x<yeny<z)+x<z
Conclusie: X is t.0.v. < een geordende verzameling.
£, We tonen tenslotte aan, dat (X,<) een welgeordende verzameling is.
Zij dus A een niet-lege deelverzameling van X, en zij AO de een=-
duidig bepaalde verzameling AO uit A met de eigenschap dat A0:>A
en c(AO)é:Ao
Zij a een willekeurig element van A. Daar R(a) de doorsnede is van
al die verzemelingen uit A, die a bevatten en daar A. ook zo'n ver-

0
zameling is9 volgt

R(a)cAg = R{e(A,)),
en dus
c(Ao) < 8

Dit betekent, dat c(AO) het kleinste element is van A,

Conclusie: (X,<) is een welgeordende verzameling.

4,5 In het voorgaande hebben we de welordeningsstelling afgeleid uit
het keuze-axioma.
Het is gemakkelijk om,omgekeerd, het keuze-axioma te bewijzen m.bov,

de welordeningsstelling:

Als {Xi}iﬁ'I een disjuncte familie niet-lege verzsmelingen Xi is,
kies dan een welordening van X = ié?l Xi; indien dan x? het kleine

ste element is van Xi in deze welordening, dan kan men voor de in

L3

formulering (Ci) genocemde verzameling A nemen {xi}i¢§I°

Dit betekent dus dat "het keuze-axioma" en "de welordeningsstelling"

&



83

aequivalente beweringen inhouden.
Er zijn nog verscheidene andere stellingen, die aequivalent zijn met
het keuze-axioma; van deze stellingen zullen we alleen noemen het

lemma van Zorn., Eerst moeten daartoe enige begrippen worden inge-

voerd,

Een verzameling X heet een partiBel geordende verzameling, indien in

X een relatie < tussen de elementen is gedefiniBerd met de eigenschap-
pen

(i) Yxex: x £ x

(ii) Vx;y,,z@Xz (x<y eny<z) +x<z
Opmerking: Een totaalgeordende verzameling is dus een partiéel geor=-

dende verzameling waarin alle elementen vergelijkbaar zijng dowez,

voor alle elementenparen (xgy) geldt &én van de drie betrekkingen

x=y, x<y, y <x (vgl, § 4.3),

Indien A een totaalgeordende deelverzameling is van een partiéel ge-
ordende verzameling X, en b is een element in X, zodanig dat a sb
voor alle a&A, dan heet b een bovengrens van A

Een inductief geordende verzameling X is een pertiéel geordende vere

zameling met de eigenschap dat iedere totaal geordende deelverzeme-

ling een bovengrens heeft.

Een element m van een partiel geordende verzameling X heet een maxi-

maal element in X als voor alle met m vergelijkbare elementen y&eX

geldt y<m,

Lemma van Zorn: Iedere inductief geordende verzameling heeft tenmine

ste &&n maximaal element.
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